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t2"J Entwurf einer Theorie 

der Äbel'schen Transeendenten erster Ordnung 

Dr. A. Göpel. 

(Crelle's JoKrnal, Bd. 35, 1847, S. 277—312.] 



Wllhrend die Theorie der ^Öe^'achen Transcendenten 
scbon seit langer Zeit die Yathematiker anstrengte, wovon 
diesee Jonmal nnd der voriges Jahr von der Pariser Academie 
aoBgesetzte Preis vollgDitige Zeugen eind, habe anch ich selbst 
TOT 7 oder S Jahren einiges in dieser Sache erdacht. Als 
ich mich nämlich mit den elliptischen Functionen abgab, er- 
kannte ich sofort, dass aie anf wesentlich andere Art behandelt 
werden kannten, wie bei Abel nnd Jacobi. Cnd bald bemerkte 
ich anch, dass diese Methode viel allgemeinere Fragen nmfasst 
lind das Fundament der Theorie der ^Aerschen Transcen- 
denten ist, ja sogar aller, die ans der Integration algebraischer 
Grössen entstehen. Ich Terschob es, diese meine Unter- 
suchungen den Mathematikern mitzntheilen, in der Hoffnung ' 
einmal Zeit zu finden, sie sorgfältig ausgearbeitet nnd der 
Anßnerkaamkeit der Gelehrten wttrdig darbieten zu können; 
besonders da ich keinen der Analytiker eine derartige Be- 
handlung anch nur vennntheu sah. Gleichwohl erschienen 
neuerdings zwei Briefe, von Hetm Hermite vor drei Jahren 
an Herrn Jacobi gerichtet (vgl. Bd. 33 dieses Journals), in 
denen er einerseits hOchst geschickt vieles Ober höhere Trans- 
sceudenten erörterte, andererseits einiges aus der Theorie der 
elliptischen Functionen vorlegte, das dem Meinigen so ähnlich 
war, dass er den von mir selbst zurückgelegten Weg 
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4 A. QOpel. 

elDzaBcblagen BohieD. Damit meiiie Arbeit Dicht veraltete, 
voUte ich nvn lieber angeordnet alg überhaupt gar nicbta 
sagen; obachon derselbe bedeatende Gelebrte bekannt hat, 
das» er bieher in der Theorie der Aöel'echen Transeendenten 
noch nicht weiter kommen könne. Ich beschlosB daher antet 
liebenswürdiger Anfmnnterang des Heransgebers dieses Jonrnals, 
eine Probe der nenen Theorie hinzugeben , wie gering anoh 
immer sie sei ; da ich bei der Abfaaaong mehr als ich wünschte 
eilen mnsste, so bitte ich, falls etwas weniger lichtvoll nnd 
elegant gesagt igt, den Leser um wohlwollende Nachsicht nod 
nm BerOoksichtigung jener Sachlage. Den Weg aber, den 
ich hier eröffne, überlasse ich znr Verfolgang nnd znm weiteren 
Ansban andern, denen die dazu nOthige Müsse von Gott be- 
schieden ist. 

[278] Torbemerkniigen. 

Ana den Elementen ist bekannt, dass jeder beliebige 
quadratische Ansdmck zweier Variabler a und i, wie 

(1.) oa^ + 2/3ah + yi^+2Öa + 2 et + £ 
unter Beifügung einer passenden Constanten in die Summe 
zweier Quadrate 

(2.) (w + aE+ Bi)> + {»' + o-ff' 4- bX'p 
übergeführt werden kann. In der Theorie der Kegelschnitte 
ist dies das Problem der Reduction der Gleichung auf das 
Centrum und die Axen, Ausgenommen ist der Fall, wo 
ß^ =^ ay öder damit gleichbedeutend KL' — K'L = 0, der 
eine solche TransfonnatlOD nicht zulässt. Denn da man all- 
gemein hat: 



X! + Y5 = H ^. . . . - 



ao kann jener Ausdruck (2.) dann in die Form gebracht 
werden 

die offenbar, wenn ß"^ = ay, unter Beifügung einer geeigneten 
Constanten, nur ein Quadrat enthtllt. Daher nehmen wir an 
dieser Stelle den Fall, wo KL' — K'L verschwindet, eben- 
falls aus und trennen ihn von unsem Untersuchungen. 
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Entwarf einer Theorie der Äbel'Bcheii TransceDdenten. 5 

Den Constanten des Änsdrnck«8 (2.] wollen wir eine 
etwas andere Form beilegen. An Stelle jener Orössen u, K, 
X, «', K", L' setzen wir uVr, 7.KYr, 2LVr, u'VP, 
iE'VP, IL'Y? und betrachten die Formel 

■ (3.) r{w + 2üfi'4-2t/')* + »•'(«'+ 2 flÄ'+ %\>V)\ 

Knn ist schon klar, was das Fundament alles Folgenden ist, 
dasa, wenn die Variable a nm die Einheit wächst, statt dessen 
^enso gnt die Grösse u das Increment 1K und zugleich u' 
das Increment 1K' erhalten könnte. Ebenso ist das Waohs- 
tham von b um die Einheit gleiohbedentend mit der gleich- 
zeitigen Zunahme von u ond u' am 2X nnd iL'. Bildet 
man also den Complez aller Wertbe, die der Ausdruck (3.) 
Ar ganzzahlige a und b annimmt, so ist offenbar, dasa dieser 
Complex fOr u-\-2K^ tC A-^K' anstatt u nnd w' (oder 
auch fOr u-f* ^X, u'-f'^L' anstatt^« und u'] in sich seibat 
flbergeht, da sich jeder Werth in den nAohstfolgenden ver- 
wandelt. Dasselbe gilt ttberhanpt fOr einen Complex von 
Werthen, der ans irgend einer Function des Ausdrucks (3.) 
ffir alle ganzzahligen a und b hervorgeht. 

[279] Darlegung des Problems. 

Es sei DHU eine doppelt nnendliche Beihe gebildet, deren 
allgemeines Glied eine Exponentialfnnction jenes Ausdrucks (3.) 
ist und durch e*'"'+*''^P"'(M, «') bezeichnet werde, 

oder explicite:'] 

...4- 

... + e'("-''-'^)'+*'l»'-*''-**')' + e''"-^ '>'-'■''("'- 2 i'f 
_l_ eT|«+iJr— li.iä+t'iB'-i-ir-it'j» 4. , , . , 

_j_ eM»+sjr)>+t'iB'+iÄ'j« ■\- .... 

_|_ gr(« + iA'+2tp+t'K+3Jir'+aj;')i_|_ 

...4- 



Ans dem Vorhergehenden steht feet, dasa diese Function 
von u und u' derart periodisch ist, daas aie far die simultanen 
Werthe 

lu = u + 2K, U + 4K, et«, w -)-2i, « + 4/,, etc. 

\u'=ii + 2K', u'+AE',ete. m'+ 2X', «'+ 4i', etc. 
in sich selbst übergeht. Es ist aber zweckmässig, die Werthe, 
die jene Function für zwischenliegende Werthe der Argumente 
u nnd u' annimmt, besonders zn bezeichnen. Ebenso werden 
wir den Reihen, die ans denselben Gliedern nur mit wech- 
selnden Vorzeichen zusammengesetzt sind, eigene Symbole 
beilegen. So entstehen 16 Functionen von u and u', die vir 
folgen der maassen bezeichnen:^) 

e"'' + ''«''p'[u,u') =Ä( — 1)^ X mit demselben Factor 
e™'+''''''P"{M, «') s= S{ — l)" X mit demselben Factor 
e^+''""P"'{u,u') =S 1 X mit demselben Factor 

e™'+''"'"iQ(« u) = S{ i)''+6e'<»+P"+i)Jr+i6i;)'+^{«'+{2a+i)r'+isifi' 

gru'+t'n'iQ'^M'i _ Ä[ — 1)6 X mit demselben Factor 
+''"''iQ"(«, «') = S{ — 1)" X mit demselben Factor 
+'''*''Q"'(m, w') = 'S 1 X mit demselben Factor 

"=+''''''iB'(m, w') = S{~\)^ X mit demselben Factor 
-'+.'«^B"(w, w') =6'(— 1)' X mit demselben Factor 
"'+•'''■= i?"'(w,M') =Ä 1 X mit demselben Factor 

^ + Hu^^/y y'j „ ^[ iJa+*gr(u+(2a+l)jr+(S6+l)iP+r'(«'+(I»+l)A''+(16+i)ü)« 

+ ''»''tÄ'[M, m') =iS[— 1)' X mit demselben Factor 
+<'<'''tS"iu,u) = S[ — 1)" X mit demselben Factor 
e'^+>''-'^S"'{tt,u'] =S 1 X mit demselben Factor 

[380] Da aber wegen der doppelten Argnmente nnd 
Perioden ftlr das Schreiben nnd Lesen Unbequemlichkeiten 
bfitateben, so gebrauchen wir gelegentlich Abkfliznngen. So 
schreiben wir fOr P(w, «') einfacher P oder P(u). Ebenso 
werden wir in den Exponentinl grossen den zam zweiten 
Argument u gehörenden Theil öfter weglassen , so dass 
gr(«+jait+2ii)'+... kommt für e'-'"+^^+^"l'+''''''+^*'+*"'''; 

elm&.4-äro'Ä'+... f^j e4rBlf« + 4™'S"+lf^oü:V+lHo=Ä-'»; P{u + A) 

für P(«-|-^,w'+^') u. a. w. 
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Nach diesen Festsetzungen mflssen wir die Eifensohaften 
"der Functionen P, Q etc. Knfspttren nnd die zwischen ilinen 
bestehenden algebmschen oder Differentiatrelationen ent- 
decken.*) 

Die doppelte Feriodicität der Fonctionen P, Q, etc.; die 
P P' 
vierfache der Fnnctionea -r?, -^, etc. 

So wie wir nun vorher gesehen haben, dass die Fnnotion 
gn.''+r'«np"' ^jg beiden Perioden 2K, 2X (mit den entspre- 
chenden 2 K', 2 L') besitzt, so- ist anch sofort klar, dass die 
Functionen e™' + •■'"'" Q'", e™'+''""Ä"', e'-«''+''«'*S"' dieselben 
Perioden haben. Die andern allerdings, deren Glieder ab- 
wechselnde Zeichen haben. Andern theilweise ihre Vorzeichen, 
wie die Tabelle weiter nnten zeigt. Beispielsweise geht die 
Function e"^+''-VQ fBr u+2K, u'+2K' anstatt u,u' 
über in die folgende 

oder wenn man, waa nichts ändert, a — l für a setzt, in 
ertM+iKf+...{Q^j^ _^ 2 K) = S{ — l)fl+M-ie«l«+<S"+il*'+»i)'+-- 

Fflgt man die Periode abei'mals 'hinzu, so ändert sich das 
.Vorzeichen wiedemm nnd unsere Fnnotion geht in den or- 
sprOnglichen Zustand znrflck, sodass - 

Daher ändern sich die Functionen e^'''+*'""P, eto. 
hei Verwandlung von w, «' in u-i-4K, u'-^iK" oder 
In M + 4i, tt'-H-4£' nicht. Dies ist das erste Resultat 

Gleichwohl haben auch die Functionen P, "Q, etc. selbst 
eigene, von jenen verschiedene Perioden, Dividirt man näm- 
lich die Gleichungen (4.) beiderseits dnrch «"■'+''«",' so werden 
die Exponenten der einzelnen Glieder lineare Ausdrücke in 
« und «'. [281] Es wird z. B. 

*) Kaum scheint es nöthig, die Erfahrenen daran zn erinnern, 
-daSB man auf ebendieselbe Weise Fnoetionen von drei odeT mehr 
Alimenten betrachten kann; diese fuhren auf die Tlieorie der 
höheren Tranaoendenten. 
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rt(a>+ l)X+(a + l)I)>+r'|ßa + l)K'+ {26 + l)i')t. 

Daher werden leioht swei Perioden iA nnd iB (mit den 
entsprechenden iA' nnd 4B') gefunden, durch deren £in- 
ftthrnng jed«a Glied in sich selbst tibergeht. Ea wird nämtioh 
sein müssen: 

:rAK+ ir'A'K" = tcx, irAL+i/A'L' = 
rBK+ Ar'B'K'=0, irBL+ir'B'L' = —Tti, 
«öranB folgt 

?rX't reit 



^ ' l4rB 



M = 



7t K'i 



B'=—- 



\ 4r[KL'—ICL]' Ar'{KL'—K'L)' 

Zwischen den Vierteln A, B, K, L etc. bestehen also die 
folgenden Beziehungen: 

AK'= BL', A'K= B'L. 
Die Functionen P, Q etc. indem sich also nicht, 
wenn man gleichzeitig « und u' in « + 4.4 und «'+4.4' 
.oder in « + 4S und «' + 4B' Ändert. Und .dies ist das 
zweite Resnltat.*) 

■ P " 
Die Quotienten jr ^tc. haben offenbar die Perioden 4A 

nnd 4£, die den einzelnen Functionen P, Q etc. zukommen. 
Aber es ist .r^ ^ , ^^^ nnd ähnlich weiter. Daher hat 

p 

der Quotient -=~ auch dieselben Perioden , die den ein- 
zelnen Functionen ^+''''*P, e™'+''"''Q etc. zukommen, d.h. 
4K und 4L. 

Die Quotienten also irgend zweier Fnnotionen 
P, Q etc. sind vierfach peiiodisoh; sie Andern sich 
nicht, wenn man gleichzeitig u, u' in u + iA, «' + 4^' 

*) Scheinbar kann man noch eine dritte Periode finden ib 
, (nnd ih'], neun mau setzt 

irbE+ir'b'K'~=/*7fi, irhZ + ir'b'Z' — yni 
bei ganzzahligen u und y. Man findet aber ib^ifiA — ^vJB, 
46' 3= 4fiA' — ivB; diese Periode ist demnach aus iA und iS 
zuBammengesetzt, mithin von ihnen nicht. verschieden. 
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Entwurf einer Theorie der Abel'acben Transoen deuten. 9 

oder in u+iS, «'+4S' oder in u + iK, u' + iK' 
oder in u + iL, u'-\-iL' ändert. Und dies ist das dritte 
Reanltai 

Obvohl nun im Allgemeinen die Argumente um ganze 
Perioden (iA oder 4£ oder etc.) fortaohreiten mflssen, damit 
P, Q eto. oder e'*'+'^"''P etc. dieselben Werthe annehmen, 
so giebt es doch einige, die schon nach hatben Perioden in 
sich zuTflckkehien, wie das folgende Beispiel zeigt. In der 
That giebt der blosse Anblick der Tafel die VerSndernngen, 
die jene bei Wachstbnm der Argumente nm halbe Perioden 
erleiden. 
[282] 
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Daraus entnimmt man z. B. leioht, dass Q (m + 2 5) ^ Q, 
Q{u + 2A + 2B) = — Q. Noch zu beachten ist, dass die 
nnter 2K, iL, 2f+2X notirten Vorzeichen sich nicht aof 
die Functionen P, Q etc. selbst, sondern auf e™' + r'«"p etc. 
beziehen. Man findet daher z. B. nicht (i[u-^2L) = — Q(u), 
sondern 

oder anch 
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Zttsammenliang der 16 Functionen P, Q etc. in Bezog 
ani die Argumente. 
Die Functionen e™=+r'«"p"'^ e"^+''-''Q!", e'"" +''''■'£"', 
e™*+'^"''Ä"' haben wir derart ana einander abgeleitet, dass wir 
die Argumente w, m' um Periodenviertel {K, L, K -\- L mit 
den entsprechenden IC, L', if'+ L') vermehrt haben, wie ein 
Efickbliok auf die Gleicbun^n (4.) zeigt. Dasselbe gilt von 
jenen Qnaternen von Functionen, die mit zwei Strichen, mit 
einem oder keinem bezeichnet sind. Ueberhaapt lassen sich 
anf Ähnliche Weise aus den Functionen P"', Q"', B"', S"' 
andere ableiten, wenn die Argumente nm die Perioden viertel 
A, B und A-i- £ (mit den entsprechenden) vermehrt werden. 
Macht man das aber, so getaugt man gerade zu jenen Func- 
tionen P, P', P", (j etc., die wir oben definirt haben (siebe 
Gleichungen (4.)) ; daraus geht hervor, dass wir nicht ohne Grund 
solche Functionen eingeführt haben, [283] deren Glieder mit 
abwechselnden Vorzeichen behaftet sind. In der That, da 



wo a eine hier unwesentliche Conatante ist, so wird vermttge 
der Gleichungen (5.): 

iQ.{u-\-B) = Ä( — l)''ci(2a + l)(''Jti. + r'iW) + 4*(r£«+r'ZV) + a^ 

also nach unserer Bezeichnung 

. Qiu+A)=Q', Q{u + B)=Q". 

Folgende Tafel fobrt die Aenderungen vor Augen, welche 
die Functionen nach Viertelperioden erleiden: 
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iK' 
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P' 
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S" 


Q" 
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-a 
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s~ 


P" 


a~ 


S" 


-«■■ 


«' 


s 


S" 


a" 


p" 



Bei den mit JT, X, K-\-L tlbersohriebeiien Colonnen ist 
dasselbe wie oben zu erinnern. Die Tabellen (7.) nnd (8.) 
werden im Folgenden Behr hänfig gebrancht werden, da ja 
mit ihrer Hfllfe ana einer zwischen den Grössen P, Q etc. 
gegebenen Gleichung 15 andere abgeleitet werden, die daraas 
durch Yermehmng der Argumente heirorgehen. Im Uebrigen 
liegt auf der Hand, wie man die Tabelle (7.) aas (S.j ab- 
leiten kann. 

Die Werthe der Argumente, für welche äie 16 fnnctionen 
P, Q etc. Terschwüldeii. 

Unter den Functionen P, Q etc. sind 10 in Bezug auf 
die simultanen Variabein u, u' gerader Ordnung; nSmlich 
P, P', P", P'"; Q', Q"; n\ B"'; S, S"\ die 6 übrigen von 
ungerader, nämUcb Q, Q"; R, R; S', S". Wir nennen dabei 
nach Analogie der algebraischen Functionen diejenigen von 
gerader Ordnung, die bei Aendemng von w, u' in — w, — «' 
sich nicht Andern; von ungerader aber die, die das Vorzeichen 
wechseln. Jene 10 lassen sich daher in Reihen dieser Art 
a + (/?«' + ßtuu'+ßiu'i) + (yu* + yiu^u'+ y^uW^ 

entwickeln; die übrigen 6 in die folgenden: 

{au + «1«') + 0?«a + A«*M, + ß^uu'i + ß^u'^) + . . . 
[284] Das aber läaat sieh ans der Form der Ausdrucke (4.) 
gelbst sehen. Denn es wird beispielsweise 

e^'+'^-'iQf— w, — «') = ^{— l)«+be^— t2«+i)K'-iU|t+...; 

setzt man hier — a — 1 und — 6 fflr a und B, was man ohne 
Werthfindemng darf, ao kommt: 



'■'.■öt- 



= ^{_l)a + i+1e^« + (H + l)*+I6£)' + ... ; 



also ist Q( — w, — k') = — Q(«, «'). Aehnlich wird es mit 
der FnDction Q"'. Die beiden andern aber Q', Q" bleibeD, 
da den einzelnen Giiedem das Zeicben ( — 1)' nicht Torgesetst 
ist, nngeandert. 

Daher erkennt man, dass jene 6 Fnnctionen ungerader 
Ordnnng für u = 0, m' ^ verschwinden; denn je 2 Oiieder 
heben eich anf. Da man aber mit Hnlfe der Tafel (S.) jede 
beliebige dieser Fnnctionen in die 5 andern verwandeln kann, 
so mnss sie nothwendigorweise noch für 5 andere Werthe 
verschwinden. Da wir ans Tafel (8.) haben 

B\„+A + B) Ä'M, 

so wird wegen Q"(0) = auch 

R"{K+ L)=0 nnd ebenso M'(A-^- B + K+ L) = d. 

Daraus entspringt eine Tabelle, welche die Werthe darbietet, 
für die die 16 Fnnctionen P, Q etc. verschwinden. 



B 

A + L 
■ K+L 

B + L 
A+K+L 



B 

L 

A+B+L 

B+K+L 

A+B+K+L 



A + K 
B+K 

B+K+L 



K 

A+B+K 

A+L+K 

A+B+L+K 



S' 


S" 
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K 
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A+K 


A+B 


A+L 


B + K 


A+B 


B + L 


A + B+L 


A+B + K 
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L 
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A+K 


A+L 


A+L 


B+K 


K+L 


A + K+L 


A+B+K 


B+K+L 


A+B+K+L 
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B+K 

B+L 

E+L 

A+B+L 



A+B+K+LB+K+L 



A+K 

B+L 

A+B+E 

A+B+L 

A + K+L 



L 

A + B 
K+L 

A+B+L 
A+K+L 



A+B 

A+L 

B+L 

B+K+L 

A+B+K+L 
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S'" 


B 


B 


A 


A 


K 


A + B 


B 


B 


A+B 


A+K 


K 


A+L 


K+L 


B+K 


L 


B+K 


A+B + K 


A+K+L 


A+B 


A+B+K 


B+K+L 


A+B+K+L 


K+L 


A+B+L 



(»■) 



Zn erinnern aber ist erstens, daas dem andern Argumente 
die entsprechendea Werthe , B', A' + L' und ao ferner zn 
ertheilen sind; zweitens, dasa unsere Fanctionen der Perio- 
dioitKt wegen aucli fUr andere nnd nnendlich viele Werthe 
Torsciiwinden ; [285} ffir die nftmlicb, die aus jenen dnrch Hin- 
snfOgnng der Periodeuhälften 2A, 2B, 2f und 2L entstehen. 
Diese Ueberlegnsg war auch bei Herstellung jener Tabelle 
nützlich. Wenn nämlich die 6 Werthe der Argumente, die Q 
selbst gleich Null machen, gefunden sind, so mnss man wegen 
Q"(m4--B) = Q(«) zu den einzelnen Werthen das Perioden- 
riettel £ addiren, um die Werthe, für die Q' verschwindet, zn 
erhalten. So bekommt man B, 2B, A+B+L, B+K+L, 
2B+L, A+B+K+L, oder einfat^ei B, ü, A+B+L, 
B+K+L, L, A+B+K+L, die in der Tafel zu sehen 
sind. Und so fort. 

Man bemerkt, dasa in den Gleichungen (4.) die Fnnctiona- 
zei'chen Q, Q" etc., mit einem Worte die für u ^ 0, u' = 
verschwinden mit dem imaginäi-en Factor i behaftet sind. 
Diese an siob wiUktirliche Festsetzung wurde getroffen, um 
so viel wie mißlich die Analogie mit den elliptischen Func- 
tionen EU bewahren. Betrachtet man nKmlicli die Perioden- 
Tiertel K, L, wie in jener Theorie gebräuchlich, in ima^ärer 
Gestalt Ki, Li, so bieten sich unsere 16 Functionen in reeller 
Gestalt dar, woftlr folgende Beispiele angeführt seien: 



h.L.üO^^lc 
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P(u,tt') =Ä(— l)''+V'?i*'V' cos (2oa; + 262:'), 
Ö(«, «') = *(— l)"+V'+ti"?,l^ + ')V'8'>'((2a+l)a^+26ic'), 
Tenn man setzt: 

1rKu-\-2rK'u = z, 2rLu+2r'L'u'^ x', 

e-irK'-ir-K'^ _ ^ ^ g_4riri-4.'i:'i' ^ y^ ^ g- 4 r£. - 4 r'i,'. ^ ^^^ 

Algebraische Belationen swischen dea Tnactionen P, Q etc. 

Es seieD die Qa&drate der FuDctionen P, Q etc. zu en^ 
wickeln. Dann wird m&n finden, daaa sich jedes einzelne Qnadrat 
dnrch 4 neae Reihen ansdrOcken l&ast. Zwischen je 5 Quadraten 
iat dadurch eine lineare Beziehnng gegeben. Die Rechnung 
aber gestaltet sich folgend ennaassen. 

Es sei gesetzt 
(10.) e^'+r-o-x = S( — i)p" + s*eK»+(Sii+^)S'+m+v)i)' + ...^ 

eine Fenn, die alle in (4.) anfgeftthrten nmfasst; indem man 
nämlich den Buchstaben p, q, fi, v der Keihe nach jede 
Combination der Werthe und 1 znerlheilt, entstehen jene 
16 Qleiehnngen. Sei ferner gesetzt, was dasselbe ist, 

und es werde nun maltiplicirt. Dies geschieht dnrch HnltipU- 
cation der beiden allgemeinen Glieder und man erhält, wenn 
man noch setzt: 

y a + Ol = e , b + bi := i?, 
'"■^ ia— ai=£i, 6 — 6, =*!, 
und die Formel 

x^ + y^ = i{x — !/]'' + \{z + y)^ 
[286] beachtet, 

(12.) ^n^ + 2,-u-'Xi 

Den Buchstaben s, &, Si, -3-% hat man nacheinander die ein- 
zelnen Zahlenwerthe beizulegen, jedoch mit der Beschränkung, 
dass, wie die Qleiehnngen (11.) fordern, .e und e,, sowie & 
nnd #1 zugleich gerade oder ungerade Werthe erlangen. 
Daraus folgt, dass die Glieder der Reihe (12.) in 4 Gattungen 
zerfallen, je nachdem man 
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gerade Werthe von e mit geraden von & oombinirt, 

oder ungerade » « » n geraden » » ■> 

oder gerade >■ » » « nngeradßn » » " 

oder ungerade » o » .> ungeraden » » » 

Offenbar aber l&sst sich die Snmine aller zn einer Gattung 
gehörigen Glieder unter der Form einea Prodnctea zweier 
Reihen folgendermaassen daratellen: 

(13.) 5'e2'-(».r+a,i)'4-... x Ät.M" + (t+rtfi'+(3+'lil'+...; 

denn der Factor ( — l)pf + «» bleibt für die Glieder derselben 
Gattung der gleiche. 

Es zerfallt daher die Reihe (1 2.) in 4 Snmmanden, 
nämlich 

(14.) eU^+irV'x-^ 

= «00 + (- l)J'«ia + (— t ]^a,, + [— l)P+«fl„ , 

wobei o„o den Werth von (13.) für gerade Werthe von s und 
d- bezeichnet, 0^ den Werth desselben Änsdmckea für un- 
gerades e und gerades &, und so fort 

Jetzt gelangen wir zu den speciellen Werthen von p, q, 
fi, V. Setzen- wir zur Abkürzung 

e2rH' + 2r'u''p __ ^glr(« + (2t + l)»'+i«i)'+... ^ 
■ g2™= + 2rV'p- ^^gl.(u+2.X+lSö + l)i:)'+,.. 

1 insbesondere 3) fttr m =: , m' = 

- gg2rntK+{i» + l)L}> + :.. 

I „, -- ^e2f^(2(+))'c^-(2*+l)t)'+... 
so finden wir die folgenden Gleichungen'^): 



*) Die Kenner werden leicht vorheisehen, dasa diese Glei- 
chungen zur TraDsformation zweiter Ordnung unserer, Functioaen 
Kebüren. Denn wollen wir in unsere BezeichnnoKen Plu,u'] etc. 
die GrCsse r einrühren, so dasa wir schreibeu Pi», u';r], dann 
stellen jene Functionen T, U, V, W die Ausdrucke i*"{«,u';2rl, 
Q"'(u, u';2r) etc. dar. Darüber weiter unten. 



(16.1 



(16.) 



I:, L.oogic 
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P' ^^IT—uU—cV+kW, 
P'2 = tT+uü~vV—wJV, 
P-I =tT—uU+tV—wW, 
p.»,_ tT + uU+vV+tcW, 

Q' =uT—W—wr+vW, 
Q'l =uT + tU—tt,V—tW, 
a"> =»r— (£^+i»F— «IT, 
Q"''=or+!I7 + ioF+i)ir, 



JJ' =i:T—wU—IV-\ 
Bf' =t>T4-wU—ir- 

R"' = nT + aü + IV -\ 



uW, 
uW, 
uW, 



S' =v,T—tU—ur+tW, 
Ä'' =ti,T+tU—uV—tW, 
S"' ^wT—tU+uV—tW. 
S"'' =-wT+vU+uV+tW. 



Wählt tnan daher irgend 4 der Quadrate P^, Q^ etc. 
ans, 30 können die iTnnctionen T, V, V, W, alao auch die 
übrigen 12 Quadrate, linear durch jene ansgedrllcl^t werden. 
Die Coefficlenten dieser Relationen werden Ton den Constanten 
Werthen t, u, v, w abhängen. Ks ist ja TOrtheilhaflcr, die 
besonderen Werthe der /*, Q, R etc. seihst einzuführen, ais 
fremde Constante. Daher muss man Kelationen zwischen 
^, u, f, V} und denjenigen Werthen aufsuchen, die die Func- 
tionen P, Q, R etc. für t/ ^ 0, u' = annehmen, und die 
wir durch die entsprechenden kleinen griechischen Buchstaben 
bezeichnen. Wir setzen dazu in den Gleichungen (17.) ti ^ 0, 
u'= 0. 

Daraus folgt 



I in" 






2 + «-5, 
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(20.) 
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ixT = 2tu—2vw}, x"'2= 2tu + 2vto, 
ß"2= 2/p — 2«w, f^ = 2(f -t-2«tr, 

ffi =2«w — 2Mr, ff"'i = 2)!w4:2MC. 

Die Werthe x, x", q, p', ff', ff" verschwinden, wie aus dem 
Froheren zn ersehen ist. Ans (18.) und (19.) leiten sich die 
folgenden Oleichnngen ab: 

( roi + cr'2 -h ro"2 + oj"'i = 4 ^% 
) — ©I + Gi'l — fflr"! + ®"'i = 4«!, 
^ _ fa2 — ra's 4- rar"! + ,jf"2 = 4p2^ 

I x"'s + x'5= 4;w, x"'^ — x'2= 4cw, 

(21.) ' p"'2+e"*= 4(ü, Q"'i — ^"i= 4ww, 

1 a"'^-\-a^ = ^tw, ff"'2_(7i = 4utj. 

[288] Eliminirt man hieraus t, u, v, vi, so bieihen 6 Olei- 
cbnngen zwischen den Constanten er, sj' etc., von denen daher 
6 durch die Übrigen 4 unter sich anabhfingigen ausgedrückt 
werden können. Indessen genOge es an dieser Steile die 
wichtigeren dieser Relationen anznftlgen, die später gebraucht 
werden. 

Ans den Gleichungen (21.) findet man 

(22.) x"'^— x'* = e"'4_g'4 = ö"'i_(,'* (= IQiuvw]. 

Ans den Gleichungen (18.) und (19.) kommt 

Bll + Oi = {( + «,)*— (K + t>)ä, 5l2_öl = (i_^2_(„_„)!, 

also 

Iro* — ff* ^ ©'' — x'* = Jü"* — q"* 
= [t-\-u+i>+w]{e+u-i,-v^]{t-u-\-v-w] 
(l-u-v+w). 
Aebnlich findet man 
nr"'*— w'-f = x"'4 + e"i = x'i + e"'* (= 4 [t^ + wji) («1 + ri)), 

und indem man hier&nf die Gleichungen (22.) und (23.) an- 
wendet 

' -^ I j^"i — ra"i = ö"M + x'* = o* 4- x'"^. 

Oitwold'i Sluia«. ST. 2 



Ferner 
Ähnlich 



ist orW'^ — oi'^ci"» = 4(^10 



(25). 



26.) 



wW" 


— Bj'iro" 


= o'o'">, 


m'^vi" 


— 13"2rai 


= z'^k'"^ 


üT-in" 


■ — n'oi' 


= s-.e"> 


d'x'"' 


- 5."'«'' 


= f"'«', 


m'ix"! 


— 87"'>X' 


= f"'»', 


rf'iK" 


— ül'x'» 


= f"V'J 


1il"'!x" 


' — ta'>x' 


= j"V-< 


oiV'"' 


-»■-'f"' 


= X"''<7', 


Bj'«f"' 


-B'f- 


= x'2o"'!, 


nj"2p"' 


-tf"ij-! 


= x'=i>', 


rf"'s" 


.-rf'V"' 


= •/"■'o'"' 


©2ö"'2 


— l!r-"!oi 


= «■=?"=, 


lü'V"! 


— (3">l>' 


=- x"?~", 


Iir"V" 


— m-^at 


_ ,"!p-!, 


cr"'V 


' - B>'<J> 


=. x'"lf"i 



(28.) •) 



[289] Mit Hälfe der Gleichongen (20.) und (21.) böuDen 
die Grösaen t, u, v, w aua den Gleiohnngen (LT.) eliminirt 
werden; eliminirt man sodann T, U, V, W selbst ans je 5 
der Qleichnngen, so findet man eine Beziehnng, deren CoefO- 
cienteu sich durch die Constanten Ts, m', . . . ausdrücken. 
Diese Methode aber erfordert gar zu beschwerliche Rech- 
nangen. Haben wir aber einmal die Form der gesuchten 
Gleichungen erkannt, z. B. 

pi = aP'^ + bS"^ + cP-i + dS"^, 
so Usat sich die Sache mit viel leichterer Mohe durch Be- 
trachtung von speciellen Werthen der OrOssen u, u' erledigen. 

-1 Die Gleichungen (22.) bis (28.) Bind im Hinblick auf die 
durch DT, x, ^ bezeichneten doppelt unendlichen Reihen nicht weniger 
bemerkenswertb, als jene eine, die in dei Theorie der elliptischen 
Pnnctionen statt bat, nämlich: 

(l — 23 + 2s*-2j9 + ...)* + (2,i + 29f + 23¥ + ...)* 
= (l+2j+2j'-t-239+...)<. 
Tergl. Jacohi, Theorie fnnet. ellipt p. 184. 
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Setzt man nftmlich w = 0, w' = 0; oder u ^ K, u'= 2C 
oder dergl., so erhält man vermOge der Tabelle (8.) alabald 
eine hinreichende Zahl von Gleichungen, aus denen die Be- 
stimmang der Coefficienten a, b, c, d mCglich ist. Es wird 
nSmlich: 

für u = K, u'= S'*\\ 



u = 


= A + L, «' 


= ^'+X'; 


u -- 


= B + S, u' 


= B'+K'; 


U : 


= 0, u 


= 0; 


M = 


= A, v! 


= A'; 





= ax'S — rfp"*, 







= cq"'-^ + (^X'"^ 







= ax"'i + 5e"'S 




IiJ2 


= as'2 + cc/'2, 




ro'5 


'■= aw2 + iff^ + 


C5l"'2-|-rf(j"'2 



Aus den drei ersten scMieast man sofort, daas 0= e^"^Q"'^, 
b^ — ep"^x"'^, c -^ — fix'^jt'"^, rf=ex'^g"'^; durch Ein- 
setzen dieser Werthe wird die vierte Gleichung 

oder wegen Gleichungen (25.) 
öT^ = e(o'2 (5i"2ro"'2 — BT^ro'*} — cf"^ [ht'W^ — Gf"*©')) 
= — e5i'(cr'^— cj"*), 

Will man aber die Werthe von 



zs'* — a 

a, b, c, d lieber in die fünfte Gleichung aubstitniien , so 
erhalt man 

oder 

BT-S = ß(e"*(ro3^"'2 — x"''ct*) — x'i(li!("'Sx"'2_ p"'20"'I)), 

was wegen der ersten Gleichung von (27.) und der letzten 
von (26.) flhergeht in 

*) Ist eine homogene Gleichung m*«» Grades zwischen P, 
Q etc. gegeben, so darf man die Perioden viertel K, L, K+L 
anwenden. Dlee wird klar, wenn man die Gleichung mit 

emrn' + mrV multlpHcitt. 

2« 



(30.) 
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J290] dies aber wird wegen (23.) 

1 =_e(ar'* — iff"^), 

worang e = yr jr- folgt, wie oben. Also druckt sich 

ar 4 — 5C4 

die FnnctiOD P^ folgend er maaasen aas: 

(29.) [m'*~m"i}P^ 

= —^"iflp'l ^ p"5)t"'SÄ"2 4- x'2x"'iP"3 — x'2g"'25"2 

Setzt man hier der Reihe nach u-\-E-^-L> u-\-A+B, 
ti + A + B + K+L für u, so leiten sich mit Hülfe der 
Tabelle (8.) die fönenden Qleicbnngen ab: 

, (5,'4_5i"4)52 

{Iir'4 — Bl"<)P"'2 

•"2p'2 — x'2p"'2Ä'2 — p"2^"'2p"l _|_ ^"ix"'iS"', 

Anf ähnliche Weise erh&lt man die ähnlichen Gleichungen: 

1(nj'4 — ci"*)Q'i 
= Bi'Jx'iP'i — xa"^Q"'iS'^—m"H'^P"-i + cr'*p"i*"2, 
n. B. w. 
Da nun bo die Functionen P, Q etc. algebralBch auf be- 
liebige 4 (hier P", S', P", S") redncirt sind, bleibt es noch 
ttbrig zwischen diesen Relationen aufzufinden, von denen 
offenbar keine zwischen den Quadraten P'\ S"^, P"\ S""^ 
statt haben kann; dann nämlich hätte sich irgend einer der 
Coefficientcn a, h, c, d, die wir Boeben bestimmt haben, als 
nnbeetimmt heransatellen mttasen. Man dtobb daher die Pro- 
ducte je zweier PQ, PR etc. betrachten. Zu dem Ende 
kann man gleichfalls die allgemeinen Glieder mnltipliciren. 
Doch da sich vorhersehen lässt, dass man auf diese Weise 
zu linearen Beziehungen zwischen den Prodncten je zweier 
gelangt, so ftihren wir durch folgende Ueberlegnng eine sehr 
einfache Rechnung durch. 



>\W 
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Wenn eine ReUtion zwischen den Prodacten je zweier 
Fanctionen gegeben wird, z. B. 

PS=aP'Q + A, 
wo A die Snmme der obrigen Glieder bezeichnet, so wird 
auch ans Tabelle (T.) 

PS=—aP'Q + A, 
also durch Addition 2PS ^ A-\- A, woraus das Prodnot 
P'Q ellminirt ist. Daher kann die Relation, die PS selbst 
enthält, keine anderen Glieder enthalten, als solche, die bei 
Anwendung der Veränderungen der Tabelle (T.j nnge&ndeit 
bleiben.*) Man findet folgende: P'S', T"S", P'"S"', QB, 
Q'li', Q"R", Q"R"'\ diÄer wird man setzen können 

aPS+hP'S'-^cP"S"-\-dP"'S"'-\-eQR+f<XB+9Q'S' 

+ AQ"'Ä"' = 0. 
Diese Glieder jedoch zerfallen mit Hälfe der Tabelle (8.) in 
zwei Syäteme. Vertauaolit man n&mlicli u mit u-\-K+ L, 
so vertauschen sich P und S und es kommt: 

aPS—bP-S'—cP"S"->rdP"'S'"+eQB~fQ;it'—gQ'S' 

+ h<^"R"'=Ü; 
[291] daraus fo^rt man durch Addition und Subtraction 
aPS+dP"'S'"+eQIt + hQ:"B"'= 0, 
bP'S'-hcP"S"+fQ'B'-i-gQ"Ii" = 0. 
Und wenn allgemein irgend ein Prodnct gegeben ist, um eines 
zn nennen RS", ao werden sich drei andere fijiden lassen, 
die mit jenem eine lineare Relation bilden. 
Setzen wir also 

aP'S' + bP"S"+ cQ'R' + dQ"R" = 0. 
Hieraas entwickelt man nnter Benutzung der Tabelle (8.) die 
folgenden: 

aPS +bP"'S"' — cQR +rfQ"'_B"'= 0, 
aP'"S'"+ bPS +cQ"Ii"—dQR = 0, 
aQR +bQ"'R"'— cPS +dP"'S'" = 0, 
«Q"'Ä"'4- bQR +cP"'y"— dPS = 0, 
woraus fflr « =; 0, m' = folgt: 
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ama + Aro"'o^ + dx'"p"' = 0, 

am"'a"' + bma + cx"'p"' =: 0, 
bx"'Q"' — cTSa +dv/"if' = 0, 
all'" (}"'-{• cB^"(f" — dma = 0. 

Setzt man die Werthe a und b aus den letzten beiden Glei- 
ohnngen in die beiden ersten ein, so kommt 

dyi"i^'"i = rf(ar"'V"2 — ra^ffS), 

was wegen (28.) identische GleicbiiDgeD sind, so dass c und 
d willkflrlich bleiben. Setzt man daher 1) c ^ I, d^ 0', 
2] c ^ 0, d ^ l, so findet man folgende zwei OleicKnngen: 
(k'Y"Q'.S' = m"'a'"P'S'—maP"S", 
* ' \x"'Q"'Q"Iir = -u>aP'S'+c^"a"'P"S"; 

Jene Gleichungen Tersch&ffen nna die gesnchte nene 
Rel&tion iwischen den vier Grössen P', S', P", S". Denn 
da sich nach dem Früheren Q', R' selbst durch P', S', 
P", S" ansdrflcken lassen, erh&lt man 

)('"2g"'!Q'2Ä'i = {j;j"'a"'P'S'—-maP"S'Y, 
oder aus den Formeln (31.) 
x"'ip'"ifBr'2/ip'2 _ nr"2p"2Ä'2 — G^'ix'^P"^+m'Y^S"^) 

= (m'i '~zs"*)^{v/"(/"P'S'— tBaP"S")^, 
[292] woraus nach Entwickelong nnd unter Anwendung der 
Formeln (22.) bis (28.) wird«) 

I + S'*-' ^"'*,if',t'* P'^S'i 



(33.) 



h ''',^4V ''^"' + P''S'1 
2m(TBi"'ö"'(cr' 






P'S'F'S" 
!lp"iS"' 
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Die zweite der GleicbnDgen [31.] acLeiot zn einer anderen 
Relation zwischen den Grflsaen /*', S', P", S" zq führen, 
aber dies scheint nur. Denn man gelangt durch Elimination 
der Buchstaben Q", R" daraus zn genau derselben Gleichung 
(33.). Das aber kann man auch von vornherein zeigen. 
Offenbar wird die aus jener zweiten Gleichnng hervorgehende 
Relation dieselbe Form haben, wie (33,), ja sie wird sieh von 
iht höchstens in den Coefficientcn unterscheiden. Wenn aber 
das wirklich der Fall w&ie, so könnte man ans beiden das 
Glied P'S'P"S" eliminiren, wodurch eine Relation zweiten 
Grades zwischen den Quadraten P'^, S"^, P"^, Ä"^ ent- 
stände. Nach Einfflhrnng von T, U, V, W aus den Glei- 
changen (17.) ginge eine rationale Beziehung zweiten Grades 
zwischen T, U, V, W hervor. Diese aber nnteraoheiden 
sieb von P"', Q", R'", S"' nur, wie dort bemerkt, durch 
Verdoppelung von r. Aendert man demnach 2r in r, so 
würde eine Relation zweiten Grades zwischen P"', Q"', B'", 
S'" hervorgehen. Dass dies absurd ist, haben wir oben 



Etwa anf dieselbe Art zeigt man, daas die flbrigen 
Relationen, welche zwischen den Prodncten je zweier Func- 
tionen bestehen [wie qW'RS' = m"y."'PQ' — my.'P"Q"', 
Q"aRS" = !s'y!"P"'Q'—ts"'y.'P'Ü"' etc.), anf dieselbe ReU- 
tion [33.] hlnftthren. 

Setzen wir hier noch folgende Formeln her, die man ans 
den schon bekannten ermitteln kann, sei es durch die Methode 
specieller Werthe, sei es auf viele andere Weisen: 

(34.) C" !,~,„^ 1 [P"'ä^"2 „ pi^s) 

l X ^Q ^ I ' 

(35.) [p-"S"'+PS]i = ^^^^i^^^{P'^P"^+S'*S"i) 



(36.) {P"'S"' — PS}' — ^-^-^ 



— ' ,/., (i>'"S"> + P"'S'') 

[293] Diesen fügen wir mehr der Besonderheit halber als der 
Nützlichkeit wegen noch an: 

p"2S"'i „ p'2Si = Q"'2Ä"2 _ Q2^1^ 
p'I5"I _P"5ä2 = Q'2ie"'l _Q"aßI, 

P'"2Ä"J_psyi = Q"2J?"2 — Q'iüi, 
p25"'l _p"'2Ä'2 = Q2Rn _ ü"'iÄ'2, 
etc. etc. 
die sich anf das Leichteste ana den Relationen zwischen den 
Producten je zweier herleiten. Endlich sei noch angemerkt, 
dass aie ffir u ^ 0, i/ ^ wieder in die Gleichnngen (25.) 
bia (28.) ttbergehen. 

Differantialrelationen zwischen den Functionen P, Q etc. 

Da man keine zweite algebraische Relation zwischen den 
Functionen P', S', P", S" finden kann, muas man zn den 
DifTerentialen seine Zoflncht nehmen. Betrachten wir daher 
den Ansdmck P'bS' — S'bP'. Zuerst ist offenbar, dass er 
die Perioden 4A, 4B hat, da wegen P'{u + iA) = P' 
anch bP'{u-\- 4A] = iP' etc. sein wird. Zweitens hat der 
Ausdruck ^"■^+^J'«''{P'hS'—S'bP'i die Perioden iK, 4L, 
w&a folgendermaassen gezeigt wird. Es ist 
{((gru'+^u'^^-j = ^'+''«''iS'+{2raiu+2r'uhu')e"^+''''"S', 
hle"^+'-''"P') = e"''+''""hP'+{2ruhu+2ru'bu']e"^+''''-P', 

worans darch Mnltiplication mit e™'+'''''"P' nnd e™'+'''"''Ä' 
nnd Snbtraction wird: 
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ie""+''»'P')ö;e"" + ''""'S') — (e'"'+''""Ä')a(e™'+'^«"P') 
= e-i'^+i'-'^"-{P'hS'—S-hP']. 

Dft Dan daa eine Glied der Gleichung die Perioden 4 K ond 
4X hat, Bo wird das andere dieselben haben. Der Anadrnck 
P'iS'—S'iP' wird daher dnrch die Functionen P, Q etc. 
aaagedrflckt werden kCnnen; d. h. linear durch die Quadrate 
P^, Q^ etc. and die Prodnote je zweier PQ, PRatc. Dies 
aber ISsst sich unter Benutzung der Reihen beweisen. 
Sei der EOrze halber gesetzt: 

Mi= ert" + S<.iA-+26,I,|- + ...^ 

jy _ gr(« + (3a + l)JC+{2B + l)lp + ...^ 

so wird 

e""+''«"P' = S{—\]'>^Mi, 

J)M = {2r(M + {2a + l)-ff+(26 + t)Z,)a« + ...}J/, 

e"^+''"'"dP'+ {2ruiu + 2r'u'bu')P' 
= S[—l]^-{2r{2a,K+2btL]iu + ...}Mi 
+ Ä(— l)*'(2rKa« + ...}3f,, 
[294] alao 

e™'+''-''aP'=Ä(~l)*'{2r(2a,Ä4-26ii)bM4-...}-^ 
und Ähnlich 

er„^+^''"if,S' = S{—l]*{2r{[2a + l}K+{2i+l]L)hu+...)M. 
Daraus 

e-i'^«^+i-'-'S{P'iS'—S-hP'] 
= Ä(~l)» + '"{2r((2a~2ai+ 1]^ 

+ {2i,~2i, + l)L)})u + . . .)MM,. 
Setzt man aber 



wird 


a + ai=e, b + 6, = ;>, 
a — a, = e, , b — ti = *, , 


MM, 


= e^>'(('i + i)A'+iSi+!|i|'+...eSr(«+(.+i|jr+{9+i)i)=- 
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= «{2r((2e,+l)ff+(2*,+l)X)öwH-...)e*1("+tl*"+(»i+!W+- 

da, in dieser Formel e und «j zugleich gerade oder ungerade 
Zahlen sein mtlesen and desgleichen & nnd ^| , so mnsa man 
zwischen geraden und ungeraden Wertben nnteracheiden. Be- 
zeichnet man daher die Reihe 5ei>-|u+(t + t]x+(»+j|ip+... ^it 
T, , Uj, Vj, TVj je nachdem e und & beide gerade, oder 
e nngerade nnd & gerade etc., eo erhält man: 

(37.) e^'-^'+^'-''''ilP-bS'—S'iP'] 

Die Coefficienten sind offenbar die Werthe der Differentiale 
von T,, Ui, Vj, Wi für « = 0, m' = 0. Die Reihen 
^11 ^1 1 ^1 1 ^i »^"«"^ 8in^ genau dieselben , in die die 
Piodiicte P'S', P"S", Q'E', Q"Il" etc. entwickelt worden 
kennen ; daa Icann man ohne Rechnung ans den früher ange- 
führten Formeln ersehen. Abgesehen von den Vorzeichen 
[ — 1)^, { — -1)^' und jenen Differential faotoren verhält sich die 
Sache genau so, Drttcken wir daher 2i , Cj , Vj, Wi durch 
die Producte PS, P"'S"', QS, Q"'-R"' etc. aus und snb- 
stituiren die Werthe in die Gleichung (37.}, so nimmt diese 
die Form an: 

(38.) P'i,S'—S'>iP'=aPS+bP"'S"'+cQR + da"Ii:" 
+ OiP'S' + öi P"S"+ c, QR' + d, CtR', 

wobei a, b, c, d etc. Differentiale von der Form J^u-\-fbu' 
nnd _^ nnd y Constanten sind. Wir haben aber gesehen, dass 
die einzelnen Producte Q'R', Q"lif' durch P'S' nnd P"S" 
ausgedrttckt werden können, also (nach Aendemng von u in 
u + A) auch QR, Q"'Ä"' durch PS, P"'S"', und nun erhalt 
die Gleichung (38.) die Form: 

(39.) P'bS'—S'bP' = aPS+bP"'S"'+atP'S'+btP"S". 

[286] Eine genauere Bestimmung derselben erfolgt leichter 
durch specielle Werthe. Zn dem Ende muss man bemerken, 
dasB die Differentiale der Functionen Q', Q'", R' efc, nÄm- 
lich derer, die fUr u ^ 0, u' ^ endliche Werthe annehmen, 
für dieselben Weithe verschwinden. Man findet n&mlich 
dP'= Ä(— l)'"{2r(2a,Ä"-H2b,£)&M + ...}e'^i**'+26,£)« + ...; 
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äodert man daher Oi, ti in — fli, — 6,, was den Werth von 
hP' nicht berührt, so verwandelt «ich das allgemeine Glied 
in das entgegengeaetzte ; diese zwei Glieder zerstören sieb 
also. Die Differentiale der übrigen sechs aber, nämlioh von 
Q, Q", R, M', S', S", verschwinden für m = 0, w'=0 
nicht; deren specielle Werthe seien mit ix., J)x", öp, flß', 
ha', ba" bezeichnet Man findet z. B. 

wo gesetzt ist 

*/ =Ä{— i}"+62r({2a+l)Ä'4-26X)e''"2= + i)*'+"i)"+--, 

»/• = 5(_l)«+»27-'((2a4-llÄ"4-26i>'(»« + '>*+"i)'+- 

nnd so fort. Nach dieser Festsetznng geht die Bestimmung 

der Coefficienten folgendermaassen vor sich. Aus der Gleichnng 

(39.) P'bS'-S'bP'= aPS+bP-S"'+a^P'S'+bjP"S", 

folgt dnrch Aendernng von m in u + K-^-L nnter Znhfllfe- 
nahme der Tabelle (S.) 

P'bS'—S'bP'=aPS+hP"'S"'-a,P'S'-hiP"S". 
Die Coefficienten aj nnd bt verschwinden daher offenbar nnd 
OB bleibt 

(40.) P'bS'—S'iP'== aPS+bP"S"'. 
Hieraus aber wird durch Aendernng von u in u^rA-^-B 

(41.) P"i>^'~S"iP" = aP"'i>S"'+bPS, 
woians fOr M = 0, m' = die Coefficienten a nnd 6 bestimmt 
werden dnrch die Gleiohnngen: 

. irs'ha' = ajsa -\-btsi"d", 
' ' Ibj"&(7"= aiij'V"+Ät»(i, 
die uns iKe folgenden Werthe verschaffen; 

""^a = ra'W'aff" — STOj'ffilo', 
'"^h = ro'ro"V"do' — i3Bi"<rb(7". 
Es werden aber andere Werthe anf folgendem Wege gefunden. 
Aendert man u in u-\-K, so ermittelt man ans den Glei- 
chungen (40.) nnd (41.): 

(44.) Q'&fi' — Ä'öQ' = aQ.R+hQ"R", 
(45.) Q"ai2"— i?'öQ" = —aa"S"—bQ,R, 



(43.) 
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[296] woraua für u = (i, w' = hervorgeht: 
jx'i^' ==.Sx"'p"', 
\q"}>x"= ax"'Q"', 
das itber Bind QleiohuDgen, die nicht aar viel eiofacher sind, 
als die Gleichungen (42.) oder (43.), sondern auch nach Eli- 
mination von a und b Relationen zwischen den Differentialen 
ba', bff", bß', dx" darbieten, n&mlich: 

v!" q'" q" iix" = is"z3"'&"hi^' — JSVf'aba', 

x"'p"V(tß' = m'iTs"'a"'iia' — unr/'aia". 

Auf ahnliche Weise findet man die Oleichnngen: 

. i'K'Q"Q"'bK = ssvs'a"'ha" — m'W'aba', 

^ Ix'e'Vüß = iSs/'a"'ba' — w't3"'aha". 

Mehr Relationen aber zwischen den Difientialen dx, hQ etc. 
giebt es nicht, da wegen der Unabhängigkeit von du und iu'- 
zwei willkürlich bleiben natlssen. Wenden wir also die Glei- 
chungen (46.) an, so gelangen wir zn folgenden Relationen: 



(47.) 



(49.) 



) e'x' ' x'e' 



30 dass schon drei Qleichnngen zwischen den GrSssen P', S', 
P", S" bekannt sind (hierbei fasse man die Producte PS, 
P"'S"' als durch P', S', P", S" ansgedrQckt auf, was nach 
dem Vorhergehenden ertaubt ist). Von diesen Gleichungen 
ist die eine (33.] algebraisch vom vierten Grade, die anderen 
beiden sind Differentialgleichtuigen erster Ordnnng. Die 
übrigen, die man noch den Gleichungen (49.) ähnlich finden 
kann, lassen sich algebraisch aas jenen drei ableiten; was 
man aber von vornherein zeigen kann. 

Man mnss daher noch irgend eine vierte Gleiohnng emiren 
nnd zn diesem Zwecke zu den zweiten Differentialen aufstei- 
gen. Ich behaupte aber, daas man die Form P"iflP' — dP'' 
linear durch die Quadrate von P', S', P", S" ansdrtlcken 
kann, wenn nur die Differentiale hu, iu' constant ge- 
setzt werden. Zuerst nfimlich sieht man wegen 

bP'{u+4A)=i>P', iiip'{u + 4A) = ii'^P' 
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ein, dasB jener Änsdrnck die Perioden 4A und iB hat. 
Setzt man ferner der Kfirze halber e™'+''"" = jtf, so wird 

h{MP'] = MbP' -h [2rubu+2ru'bu']MP', 
h'^lMP') = Mb'iP'+2{2ruiu + 2r'ti'itu'jMhP' 
+ {2ruf>u + 2r'w'hu')^MP'-\-{2rbu^-\-2r'f>u']MP' 

[297] und ea geht die Gleichnng 

(MP'iiHMP'] — HMP'}^ = 3^^P'biP'—iP'i) 
+ (2rbwi + 2r'&M'2)(MP')5+ (2rM&i« + 2r'u'Siiu'j{MPy, 
hervor, an^ der erhellt, daas die Form 

die PeriodeD iK und iL hat, wenn man nur ä^u ^ 0, 
B V = seUt. Man kann daher P'b^P' — hP'^ einem 
Anadmcke folgender Form gleichsetzen: 

aP'i + &Q* + cE^ + ... + aPQ + ßPR + yPS -{-... 

Fflgt man aber die Incremente der Argumente, die in 
Tabelle (7.) eraichtlich sind, hinzu, so wird P'a^p'—jp'i 
nicht ge&nderL Eben so wenig die Quadrate P^, Q"^ etc. 
Von den Prodncten PQ, PR etc. nimmt immer irgend eines 
den entgegengesetzten Werth an, weshalb sie sich wegheben 
müssen. Endlich können die Quadrate P\ Q^ elc. mit Hülfe 
der Gleichungen (31.) auf die vier P's, S"^, P"*, S'"'- reducirt 
werden. Es bleibt also eine Gleichung von der Form: 

p'a:tp'_ap'J= aP'i4.6^'24,cP"i+rf^'i 

flbiig. Die Coefficienten werden anf gewohnte Weise bestimmt. 
Zu dem Ende ist zd beachten, dass sechs zweite Differentiale, 
HÄmlich }ßQ, öiQ", a^B, b'^IV, l^S', it^S" fttr w = 0, 
u' = verschwinden. Die flbrigen nehmen endliche Werthe 
an und werden durch iflm, iflm' etc. bezeichnet. Sie haben 
aber folgende Form: 

ö'af = aö«2 + 2JaM(lw'+cöw'*, 
wo a, b, c constant sind. Uebrigens lassen sich diese Diffe- 
rentiale alle durch irgend eines ausdrücken. Denn da z. B. 
PbP' — P'hP ^ der Summe ans den Producten je zweier, 
fio geht nach Differentiation für m ;= 0, m' ^ hervor, dass 
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mh^n/ — üs'i^za = einer OrSase, die von Oonstanten und 
TDD den Grossen dx, bff etc. abhängt 
Hiernach findet man die Gleichnng: 

(50.) P'h^P'—bP"-^ 

m'* — tif"* ss'* — tti"* 

+ ^4_^"4 ^'+ ^MIT^^M -^^ 

sowie auch ähnliche für die Ausdrücke PÖ^P — ÖP^, 
Qb^Q — dQ^ etc.; dass diese zur zweiten Gattung unserer 
Functionen gehören, wird man weiter anten sehen. Vor allem 
aber bemerken wir die Formel: 

(51.) {P'P"+ S'S"MP'P"+S'S") — h{P'P"+S'S")-i 
= a[P'P"+ S'S"} 2 + b (P'2Ä"2 4- P"^S"') + cP'P"S'S" 
+ d{P'^S'^ + P"^S'% 
[298] wo die Constanten a, b, c, d bestimmt sind dnrch die 
Gleichungen : 

Ä«'yi = _[x'ö)t"+e"ile')^ 

I dx"'*p"'^ ^ {»'"ix — p"'dp)^, 
a(afm"'+aa'y + b (nr V"i + ai"'^(7!) 
I + d(c['(j5^CT'"W"2) + caT^"aa"' 

[= {mTs"'+aa"'){sfJi^T!^"+7^'Vts-hah^o"' + a"'i^ij]. 

Ton besonderem Gewichte ist die Bemerkung, dass die Diffe- 
rentiale a^iff, h'^JS' etc. aus dem Werthe von c ellminirt werden 
können unter Heranziehung der Gleichungen: 

IQ''^"'{m'i,^m —robiof') = x'a"'ixba"— x"'alix"hQ', 
p'W'«'^'^"— si"'"^'»") = tvaxdö' — x'V"äx"<i</', 
p'Y"(ff"'a-cr"— cj"&*ff"') = Br"V"ö'^'<>'t"+®i''**ff'ö$, 
p'y"(aö2ai' — ar'dö) =i s'"x'<t(7"öe-|-J3e"'äo"ax". 

Obgleich wir nun zu unserem Zwecke eine gentlgende 
Anzahl von Differentialgleichungen haben, Ut es dennoch inter- 
essant anzumerken, dass man Glelchnngen aller Ordnungen 
auffinden kann, die die Form haben: 

u . ..L.oogic 
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gleich einer latioDftlen ganzen Function zweiten Grades von 
P', S', P", S", wo X ond y an Stelle von irgend zwei 
der Fnnctionen P, Q, R etc. stehen. Dies kann anf jede 
der beiden Weisen, die Anfangs dieses Kapitels gebraucht 
Würden, gezeigt werden. Ja es giebt keine Differential- 
gleichung, die nicht auf solche Weise zusammengeaetzt' wäre. 
Gerade jene Gleichung gilt anch, wenn man fUr X and Y 
irgend welche ganze, homogene Functionen der P, Q, R etc. 
TDD gleicher Dimension einsetzt. Endlich gilt sie anch, wenn 
man die Ärgnmenle der einen Grösse (X) um beliebige Con- 
Btante vermehrt, die der anderen [Y] nm dieselben Constanten 
vermindert; das würde dann so aussehen: 

X[m + «, m'+ «'jö-y;« _ a, w'— a') 

—ndX{u + a,u'+a')b"-^Y(u — a,u'—a']+ etc. = 

einer rationalen Function der P', S', P", S" etc. Weiter 

nuten wird man sehen, dass dies zn der dritten Gattung 

von vierfach periodischen Functionen Veranlassung gieht. 

Transfotmation der Differentialgleichungen. 

Es bleibt jetzt noch flbrig, sowohl die endlichen als auch 
die Differentialgleichungen, deren Bestehen wir unter den 
vier Grossen erkannt haben, etwas genauer durchzunehmen, 
um zn beweisen, dass unsere Functionen zu den Abel- 
sehen Transeendenten erster Ordnung gehSren. 

Hier ist nun vor Allem die eine und bemerkenswerthe 
Thatsache zu beachten, dass, obwohl die drei früheren Glei- 
chungen, nämlich (33.) und (49,), zur Bestimmung der vier 
Grössen P', S', P", S" nicht ausreichen, sie doch die Quo- 
tienten je zweier [299] mit aller Strenge definiren, nämlich 

die drei Grössen -pj^, -pT, -pT< deren vierfache Periodlcitftt 

wir oben festgestellt haben. Daher bleiben wir hier stehen 
und lassen die übrige Gleichung (50.) vor der Hand bei Seite. 
Die Gleichungen (49.) 

P'üS'^S'iP' = iJ^PÄ-i-4^/""^"' 

p"bs"—s"}ip' = jQ4,PS+Qip"s"' 

addiren und substrahiren wir, wodurch kommt 
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(P'üS'—S'hP'} + [P"llS"—S">P") 



x'ae'+g"ftit" _ , 



(P'iS'—S'HP'] — [P''llS"—S"iP"} 



P"'S" — PS 
jq' — g"ä 



(55.) 



« f 
der Ktlrze halber 



I P'P" 
ao geht (Ö4.) aber ia 



(56.) 



= i>C, 



Die Werthe von s, qi, ip, ansgedrOckt dnrch die Grössen 
I", S', P", S" oder vielmehr p, q, sind ans den Gleichungen 
(33.), (35.), (36.) abzuleiten. Ftthrt man nämlich folgende 
Bezeichnungen ein 



(57.) 



1E = 



er ff ro"' ff"' (er'* 



TT-")' 



'■'5r""«''s"s> 



2crcT"V(T"' 
£'— 1 


urSüj-'i+oV"" 

(,"M_j,-..|I (c'l_o,".)I 


4x™'f"< " 4,"V-"' ' 



SO gehen die Gleichungen (33.) bia (36.) in folgende ober; 

L, . h.L.oogIc 
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(58.) (1 — lEp^ +p V — 2 (-F(l + p V) — qp' + 1) 
+ 1Dpq)Hi 4- (1 — 2£j^ + y*) = , 



{59.)j -^ -^ , 

— »(y= + <f) + 2(c — c^ipi , 

^4^^-^)=V^ = (i-M(i+i>^j') 

— ö{pi + f5) + 2(c + c,)^y. 

Zur LOeang der biqaadratischeD Qleichimg (58) bemerke 
ich, d&as aas den 011. (59.) — (61.) folgt: 

[l _ 2Ep^ +p*)s^ - (1 - 2Eqi + g*}-^ 



ÄQB (ÖS.) selbet aber folgt doch 

(1 — 2Ep^ +p*)s^ + (1 — 2-E?^ + 9*] — 
= 2{Fil +i>5?2) — C{pi + j^) + 2Dpq) , 

woraus 

,,_ Jli+yV)-C'(y'+g')+2.Ppg + V'i£^=^lTy'^ 
'^^■^' 1 _ 2i>,^ ^p* ■ 

,63 . ^_F{l+P^q^]—C{pi+q^+2Dpq-y{E^=^)(prf> 

Sabstitnirt man daher diese Werthe ans den 611. (60.] bis 
(63.) in die GH. (56.), so ist die Beatimmnng von j>, y 
reducirt auf die Integration algebraischer, irra- 
tionaler Grössen, die von 3 Qleichnngen zweiten 
Grades abhängen, zwar von beiden zusammen, da ja beide 
unabhängige Variable p und g eingehen, aber doch alge- 
braisch. Integrirt man nämlich die 611. (56.), so gehen 
folgende hervor: 

Oitwild's KUiBik«. 67. 3 



(64.) C'^P + -;^9 i^^p--^3 



deren Differentiale ■ nnd 



exacte Differentiale aind. 

Wir haben uns nan zu bemOhen, die Variabein zu trennen; 
d. b. wir mttaaen an Stelle von p und q zwei andere Va- 
riable einfahren, welche die Integration auf einfache Qnadra- 
tnren nach den einzelnen Variabein znrttckfQhren. Freilich 
ein schweres Unternehmen, wenn man die verwickelten Foi- 

meln, die die Werthe Ton w, W, s, — ansdrOcken, berQcksich- 

tigt. Doch gelingt es mit glflekliehem Erfolge durch die 
Substitutionen 



(65.) 



y^z -\- zJy y^^z — z Jy 



wo Jy = y l — 2Bt/i 4- yS Jz ^y l — 2Exi -\ 
gesetzt ist. Dnrcb Ausrechnung erh&lt man: 



[301] 



(66.) 



ip <iy is öj iy iz 

Jp ^y /dz ' Jq Jy Jz ' 
(l — y^^sji^i = (J + 6,) X 

(1— yV)'<p' = (S-Si)X 



1(1 -i,'2')'(i.4) + ^)' = (f + 1) X 

5(1 _y!,.)=(«^^-^)' = {F- 1) X 

L, . l;,L.OOglC 
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die Gli. [56.) aber Icönnen anf foigeode Weise dargestellt 
werden: 



-Ip (1^—2^) = '''' 



(67.) i 



ilt \iJp^ IJq} 

^ • li »p Hg \ 



\2Jp iJqf 

Setzt man hier die Werthe aus den GH. [66.) ein, hebt 
die gleichen Faetoren in den Ztthlem nnd Kennern und 
schreibt der Ettrze halber 



C+E+D C—E+- 

F+l •'" F-i 

80 eDtsteben die gesoDderten Gleichnngen 



(68.) 



" ' ^ "Vil-lEy' + y')* l -2£iy»+!,' 
+ 1/ (,(F-I)) — . "' ■|/ l-ÜJi.^' + 



Y[t< + 61} tifi , 



l/(2(f-l|) , ">' l/i 



-■iE,y' 



y[l—2Eti' + y') ' 1 — 2£iy' + y' 



+v(2(F+Wy,._,^,^,,y'c^ 



l;,COOglc -^ 
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[302] Da aber jene Snbstitution nicht so auf den ersten 
Blick einleuchtet, so scheint ea mir nicht nnzweckmäsaig ihre 
Analfsis hier beiznfQgen; nnd dies nm so mehr, als es in 
ungewohnten Dingen, die biaher Niemand anch nnr von Ferne 
berührt hat, lohnend ist, die Methoden zu kennen, mit denen 
etwas Ntttzliohes erreicht werden kann. 

Trennung der Variabein. 
Beachtet man sowohl die vierfache Periodicitit der 
Functionen p nnd q als anch die Rednction anf zwei nnab- 
h&ngige Argnmente, sowie die algebraische Form der Diffe- 
rentiale, so errKth man leicht, dass nach einet passenden 
8nbstitntion wird entstehen mtlssen 



9 yx yx' 

v yX yx' 

wo X nnd X' rationale ganze Functionen fünften nnd sechaten 
Grades darstellen, wie das bei den Abel'eehea Transcendenten 
erater Ordnung der Fall ist*). 



*) Dieae Dinge, die Herr Jaeobi über vielfach periodische Fnno- 
tionen mehrerer Argnmente, die man passend in die Theorie der 
.^(«rechen Functionen eiagefUbrt hat, auf das BchBrfete ausgeführt 
hat [vergl. Crelle Journal Bd. 32,9 und Bd. 2, 13), mliasen ttlr ge- 
ullgeod und vQliig bekannt gehalten werdec. Wir übergehen daher 
an dieser Stelle und wollen anf eine andere Gelegenheit, falls sich 
eine darbieten wird, das verscbteben, was wir selbst einst in 
dieeen Dlcgeu ersonnen haben; wenn aoch unsere Unter- 
suchungen wesentlich weiter reichen, da eie nämlich hergeleitet 
sind .aus Betrachtungen von Integralen im Allgemeinen, nicht aber 
ans dem einzigen Falle, wo die Quadratwurzel aus einem in reelle 
Paetoren zerlegbaren Polynome gezogen wird. — Eines nur möchte 
ich gern schon jetzt über den Gegenstand anmerken, was jener be- 
deutende Gelehrte wegen der Absurdität der dreifachen nnd erst 
recht der vierfachen Periodicität gegen die Betrachtung von Func 
tionen einer einzigen Variabein ins Feld führt. Der Anasage näm- 
lich, dasa jede dreifach periodische Function eine Periode kleiner 
alfl jede gegebene GrCsse habe nnd dlea abaurd sei, glauben wir 
Ewar im ersten Theile mit ganzer Seele beistimmen zn müssen, 
sehen aber nicht vOllig ein [mit Verlaub eines so grossen Gelehrten 
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Umgekehrt ist es daher nCthig, dass man auoti von den 
Aberaotea Transcendenten nacli AnsfUhrnng einer passenden 
Substitution der Variabein x und x' zn unseren Differential- 
gleiohnngen gelangen kann. Die Grössen x und x' können 
aber angesehen werden als Wnrzeln der quadratischen 
Gleichung Ux^— 2ü'x-{- Ü" = , deren Coefficienten ra- 
tionale oder lieber »uniformev [transcendente} Functionen der 
beiden Argumente n und v, oder u und u' sind. Deshalb ist 
es [303] anoh gestattet, sie gleichwie rationale algebraische 
Functionen von p nnd q und den übrigen Qnotienten je zweier 

|— , -^ , etc.) zn betrachten, da diese ja selbst nniforme 

Functionen der Argumente u und u' sind. Dazn kommt noch, 
dass eine solche Suhstitution Üx^ — 2U'x + 17" =0 auf du 
beste zn unseren Gleichungen stimmt, denn da 

X = ■ ist, so nehmen die Wurzeln }/~X. 

und ylC offenbar dieselbe Form y M + N V (V"^ - UV) 

an, die gerade s hat [vergl. Gl, (62.) wo das Prodnot yi// 
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function daratellt). 
Nichts desto weniger ist dieser Sache noch eins hinderlich, 
was von grösster Bedentnng ist . Es sind nimlioh die beiden 
Wurzelgröasen "^[V^ — üü") und <pip ., die algebraisch 

y(P'3__ xjü" 

eommensnrabel sein mtlsaen (es ist nftmlich ^-^ ■ — ■ = 

einer rationalen Function von p, q und den anderen Quo- 
tienten je zweier), ihrer Natur nach sehr rersohieden. 



zu sagen) welche Absurdität hier vorliegt Wo endlich sollen wir 
annehmen, dass die Ursiiche dieser Absuidität liegt? Etwa in den 
Elementen oder im Begriff des Integrales oder der Fnnction? 
Wenn man aber das Alles') wohl abwägt, so scheint hier aller- 

— y= — zurllckzuweben za Bein,nicbt 

jedoch weean der vermeintlichen Absurdität, sondern insofern al- 
gebTaieohe Relationen zwischen den drei Grössen x(u), x{v) und 
ifB-t-r) zur üntersnchung kommen, eine solche Relation aber 
nicht eilstirt. Ja wir Klauben sogar, dass der, der transcen- 
dente Belationen zwischen jenen anfänden will (was kaum die 
Aufgabe unserer Zeit zn sein scheint}, ein sehr weites Arbeitsfeld 
finden wird-') 
•) ! ? J. 






WIhrend die oIdb FanctiOD tjp tf;, die wir der Gröese 

p"'2S"'i — p2S^ 

— =, j - y.„^ gleichgesetzt haben, als rationale Function 

erscheint, mn8B man die andere y(U'^ — 1717") dagegen ata 
irrational ansehen, wetan wir nicht glauben die einzelnen Va- 
riabein X- und x' rational durch die Argumente u und w' 
ansdrOcken zu können. 

Man wird daher jene Function s mit HOlfe der Formel 



in eine andere Form transformiren, die für sie charakteriBtiBch 
ist. Das aber geaohieht leicht im Hinblick aaf die Formeln 
(62.) nnd (63.) durch deren Uultiplication heranskommt 

lO»-) — (£1 _ 1)9,1,^2 = Jpijqi. 

Es wird daher sein 

* IJp "'" 2Jp ' 

1 _ y2G+2^pJq y 2G — 'i.Jp'^iq 
I 8 2Jq 2Jq ' 

wo der Kfirze halber gesetzt iat 

G = F{1 +p^^ — C(p^ + jS) + 2Dpq ; 
danach gehen die Differentialgleichungen (56.) in die tlber, 
die wir unter Nummer [67,J lesen: 



(70.) 



y2G + 2JpJq I hp _bq\ 
(p \iJp~^2Jq) 



ynT- 



\2Jp 2Jqf 

y 2G — 2JpJg I ap ig \ 

ip \2Jp'^2Jqj 

y2G + 2JpJq I bp Ö£_\ 

"^ ip \2^p iJq) 

[304] deren Form sich den fluher erwähnten Ueberlegnngen 
aufs schönste anachliesst. Denn die Grösse dpJq, die unter 

L, . h.L.oogIc 
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den Wurzelzeichen ergcheint, ist in Wirlilichkeit imtional, 
waa ans den Entwickelungen, von denen wir anßnglicli anagin- 
gen, hinreichend klar ist. Jetzt aber verlassen wir jene 
Ueberlegnngen, da das Uebrige sich ganz von selbst darbietet. 
Nachdem wir aftmlich einmal die GH. (71.) ermittelt haben, 
ist nichts einfacher, als anf die elliptischen Differentiale, die 
dort zn sehen sind, folgende Substitutionen anzuwenden: 

^ ^^ 2Jp "^ 2Jq Jy ' 2Jp 2Jq Jz ' 

die bekanntlich nach dem Additionstheorem folgende Inte- 
grale darbieten 

Hieraus kommt 



f75l JvJa = (i+y'^')'-2-E(i+vV)(y'+2')-Ky'+^^)' 

Setzt man diese Werthe in die AnsdrScke tüx e, — , w , w 

(Gll, 69, 60, 61) ein, so gelangt man sehr leicht zu den Gil., 
die wir schon unter Nummer (66.) gegeben haben, nnd zur 
Auflösung in Factoren ist dann nichts weiter nCthig, als die 
Eenntnias der Belationen zwischen den Constanten, die wir 
C, D, E, F, o, b, c, 5i, ci genannt hatten. Zn dem Ende aber 
mflBsen wir zu den Grund legenden Gleichnngen (25.) — (28.) 
zurückgehen, oder was weit einfacher ist, wir müssen in Gl. 
(68.) beide Seiten entwickeln. Dnich Vergleichung ergeben 
sich die folgenden Gll. 

Ki_i _ i^- 1 -D' — JE^+lCf— -E 

bc -i-biCi ac ' 



bvGoog[c 



woraus wir ohne Uflhe die folgenden ableiten: 



(77.) 



CD D 



CE—F 

'• = y[W^::\) y(c^^^) ' 

D^+l = C'^ + E^-^F^ — 20EF. 

Es ist sber keineswegs verwunderlich, dasa drei Coeffi- 
cienten nnbestimmt bleiben, da anter den OrSssen ä, x, q, 
etc. vier algebraisoh nnbestimmt blieben; denn diese unsere 
C, D, elc. sind Fanctionen der Quotienten je zweier nnd die 
[305] 6L1. zwischen den ü, x, ^, etc. waren homogen. Du ist 
nbiigens mit der Natnr der ^ie^schen Transoendenten rOlIig 
Dbereinstimmend, da sie ja diei Moduln haben. Die übrige 
Rechnung, die nun doch elementar ist, überlassen wir den 
Lesern und glauben zur Trennung der Variabeln, wie in der 
GL (68.), übergehen zu mtlssen. 

B,Bdnction der Differentiale auf die symmetrische nnd 
gewohnte Form. 

Die Variabein sind nnn zwar schon getrennt, sind aber 
nicht, was zu erwarten war, symmetrisch in der Ol. [68.) an- 
geordnet. Die Ursache hiervon ist darin zu suchen, dass 
wir bei Einführung der nenen Variabeln durch die DifTeren- 
tialgleichnngen (72.) die Integrationsconstante schlecht ausge- 
wählt haben; nämlich eo, dass bei verschwindendem y nnd 
z anch p nnd q verschwinden. Man mnas deshalb fUr 
eine der beiden Variabeln z. B. fDr z eine neue durch die 
Qleichnng 

Je Jy' 



einfuhren, woraus kommt % 



y' Je + eJy' 



,=.L.(xy;lc 
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willkflrliche Coustante bedeutet. Diese xb«r muss nutn 
dnrohans so bestimmen, daas nach AnsfflfarnDg der Snbstitn- 
tion die Differentiale (68.) dieselbe Form wieder erhalten; das 
aber kann offenbar nnr geBchehen, wenn z^ ration«! durch y'^ 
asBgedrQckt ist. Machen wir mithin ide ^ , so folgt, 
wenn man setzt 

^e2=l — 2£ei+e* = (l — o*e*)(l — /? V) , 
e ^ a (oder /3). Darans erlangen wir die folgende Sub- 
stitution 

f.,_ «' — y'' ^■^ <^('^'-» )y' ^^i/ 



i(.. + ^)=:^ZzVi±a!l' 



(78). 

1 ll,s^_Ll — ±1Z 

- 2iy ■ + j'' ' 
dnrcli AnwendnDg auf die GU. (68.) kommt 
iLs j. ±\ V - (■E-f.)-2('-.EJ?.)i'''+(g- .£,)>■' 

, Li , M _ _ _ (g -£,)-2(l-££,)i,''+(.E-.E,)y'< 

'r "^2=/ '~ l-2£j'" + y'' 

Da man aber unter Einfabmng der OrSssen £,, £], £3, £, 

nnd Berücksichtignng der Gleichung (77.) bat 

1 — £(£,+£,)+ jEi£, = , 

1 — B (£, + £,)+£,£, — , 

.g— £4 J'+ 1 

[306] 80 kommt 

1 — 2£4g^-+a* f + 1 1— agty'^ + y** 
1— JJij' + si"!^— l l_2B,j,-' + j'<' 

mithin snch 



yWf=^^ ^Vr_ 



=)/(2(F+T)) V.|/ '-»Ay"+>'' 

und bierdoroh ist die Redaction dei' Differentialgleiebnngen 
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auf eine in Bezug auf die Variabein Bjmmetrische Fonn wie 
gewünBeht geleistet. 

Fahrt man daher die Werthe (78.) in die GH. (73.) bis 
(75.) ein, so erlangt man folgende SnbBtitiitionen, die nnsere 
Difierentialgleichangen (56.) znr symmetrischen Trennung der 
Variabein umformen: 

' i+yy= — o'(y' + y'') ' 

_ i»l°'— i|yy' — o^y^»' 
» i+y'y -«■(!(' + >'=)' 
y' + y''-»'(i+yV') 
(79.)^ -P» i+,Y' — o' (?■->'')' 

p' + j' = 

{l+yY« — a!(y> + j''))s 

.r., /8'(»'-il'(y'-?'')(i-yV') 

durch deren Hfllfe aber entstellen die GH. 



(80.) 



»y -1/ 1 — 2 JS^y' + y< iy' l/ l-2E,y'' + y" 
^y ' l-2.Eiy' + y'"^z/y' f i_2B,y-' + y'< 

(ly -l/ l— 2.Eiy' + y' >/ ^/ l — 2^,y'' + y't 

^y ' 2 — 2.Eiy' + y '"'"^y' ' 1— 2iiy'" + y'< 

_ V('-*|) . 



1/(2(^-1)) 



Die Varinbeln ^ and y' werden dnrch p nnd j folgender- 
maassen ansgedrflokt. Aus den GU. (79.) kommt 



2/}(«'-l)yy' (1- 


»')(i+yy') 




iV 


.+^'«-'^'-«'i;'''+''"' 




nnd hieraas 





: IV, Google 
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p + g ^ —^ß yV y + g ^ — tayy' 

l-Ha>y 1+yV*' \+ß^pq y'^ + y'^' 
wodurch 

(1 + <xp){i + aq] _{^ — yyV ^ f 
{\. — ap)[\ — <xq] U + yy7 *'' 
[\-\-ßp){y +ßq] ^ i y-y' Y _ „ 

(i_,f^)[l_^y) \y-[-y'} y- 

Zieht mKn die Wurzeln, so findet man 

i+v?' ?' i->^' 

[307] woraus 

Hieraus leuchtet ein, ditBs die Gleichung, deren Wurzeln y 
and y' sind, bis zum achten Qrad aufsteigt. Diea aber zeigt 
schon an und für sich zur Genflge an, dass man gewisse 
Functionen jener aU neue Variable einführen muss, Fanc- 
tionen, die nnr von einer Gleichung zweiten Grades abhängen. 
Aach die Gll. (80.) geben uns eine solche Substitution an die 

Hand, da sie sich ja durch Einfflhmng von y* + ^ ^ a; , 

y'^-\ — ?2 ^ ^' bedeutend vereinfachen. Daäselbe ergeben 
die GIL (Sl.), denn man findet 

deren Quadrate nar die eine Wnrzel \{fg) entlialten; 

Fttlirt man denmacli die Variabein x nnd xf doicli die Snb- 
stitnilonen 



>{IC 



(82.) 



n-yv_ 






ein nnd zieht die Werthe von _/* nnd ff herbei, bo findet nun 
folgende Formeln: 



(83.) 



und wegen 



Jll +y V) — (y' + ;') + ^p dg 

J(l +y'?') — (y' + }') — dfjq 
(£4-l)(l+i>{)> 



^» 2)^(2(1 —£)) 



j/iVll-^lj/jl 



die Differentialgleichungen: 



+ 



VSE^\ 



nx] y(l — CTia;) 



V'?V(i — »') VC — m»^') Vll— >»,»') 



yJVll-ijVll-mi) 1/(1 -»4^) 



"f(F-l)(l- 



l-£, 



»•', 



venn man DftmHcb setzt 



(85.) 



-£|) 



.Ei + 1 £C — J'+iJ 
£i — 1~C+1.£— 1 ' 



_.Et+l £C— J+J 



[308J Ansser den GU. (83.), die de 



Zneammenhang 

.L.üogic 
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zwischen den urspiUn^lichen Vaiiabeln p, q nnd den abge- 
leiteten X, 3f ansdrttcben, seien noch folgende angemerkt: 



(86.) 



,^-V?- 






y(i_„ipi|(i — „.,ii 

i+pq 



1 — x-\- yi — z' 

V^ V'(l+i.pKl+a;)(l+ft))ll+y 

1— T— y 1 — «' 

1^2 y(l-«y)(l-»})ll-ft,)(l-/tj r 

y £+1 1 +?? ' 

y 1— ro» +y 1— m»' 

V^ ^ y-(l-»f.)(l+a;)[l+ft,)(l^i)>" 

y~r — mx — y 1 — mx' 

Vi y— (i+»jii(i-i.;)(i— mcT?^ 

ya;(l— «Hl— »") +y «'(l— «')(l— ms') 



=2y2 



g'— y— J?(i— ;■ ?) 



(£+i)y(i— £)(!+/!})■ 



•^i" t 



y «(l-«)(l-ms) -y»:'(l-i'l(l-mn:'l 

'■— ?— £y('— y?) 



= 2y2 



(j;+l)y(l_£)(l+^j).'" 



"l/i — mj:c "l/l — OTja:' 
^ i — m, a; "*" ' 1— »n,a;' 



l;,COOglc 



(86.) 



A. Gcpel. 
' 1 — m.x ' l — mix' 



' 1 — m^x ' 1 — Ttt^x 

' ' (F— 1 )(£', — 1) V ' 



Sie IntegrationigTeiizen. 

Nachdem wir das Problem der vierfach periodischen Fnnc- 
tionen anf die Integration einer Qnadratwnrzel aas einer 
algebraiBChen Grösse fünften Grades redneirt haben, verlangt 
eine voÜBt&ndige Abrnndnng die Beti'achtnng der Grenzen. 

Za diesem Ende beachte ich erstens, dass bei Aendernng 
von « in M + ^ + 5 oder in u + K + L, die Grössen p 

und q [die wir den Qnotienten -^, -^ gleich gesetzt haben) eich 

entweder Tertattschen oder den Reciproken — nnd — gleich 

werden; worans erhellt, d&ss bei Aeudemng von u in [308] 

u-\-A + £ + K+L sich » in — , nnd o in — verwan- 

? P 

delt. Hieraus folgt, dass die Vaiiabeln x nnd x , die dnrch 
die GH. (83.) ansgedrtickt sind, bei jenen Aendemngen ent- 
weder nngeändert bleiben, oder sich gegenseitig vertauschen. 
Das zweite ist, dass, wenn man dem Argumente u die Feri- 
odenh&lften 2A, 2B, 2 [^ -(- S) etc. hinznftlgt, die Grössen 
p nnd q sich entweder nicht ändern oder die entgegengesetzten 
Werthe — p, — q annehmen, was ans Tabelle (7.) erkannt 
wird. Da mit x nnd x' keinerlei Veränderung vorgeht, so 
folgt aas dem Obigen im Allgemeinen, dass die Variabein z 
nnd x' bei Aendernng von u in 
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M + »i (-4 + -B) + «i (-4— £) +»3 [-ff4-i}+»4(-ff— -t) , 
entweder in sieh selbst ttbergehen, oder sich wechselseitig rer- 
tansoheu, wenn dsbei die Bncbstaben tij, n^, n^, «4 ganze 
Zahlen bezeichnen. Wenn daher dem Argumente u der Reihe 
nach die Werthe A, B, K, L etc. beigelegt werden, so ftlbren 
immer vier auf dieselben Werthe von x nnd x' , so daas man 
sie in vier Klassen eintheilen kann, deren erste die Werthe 
(i, A + B, K + L, ^ 4- £ + Ä" + X, omfasst; die zweite 
die Periodenviertel A, B, A -\- K + L, £ + ^ + i ; die 
dritte die Viertel K, L, A -^r B -{■ K, A -\- B + L\ AXa vierte 
die Viertel A -\- K, B -\- K, A -\- L, B -i- L. Und im 
Allgemeinen: bezeichnet man den vielfachen Werth n, {A -)- B) 
+ M3 [^ — 5) -h «3 [Ä" + X) + ni(K— L) der Kflrze hal- 
ber mit H, so kann jede Summe beliebig vieler Viertel anf 
eine der Formen H, A+H, K + 3, A + K + H zn- 
ztlckgeftthrt werden; jede einzelne Form führt zu denselben 
Werthen von x, x'. 

Die Bestimmung der Werthe von x und x', die zn den 
einzelnen Klassen gehören, geschieht sehr beqnem mit HtÜfe 
der Tabelle (8.). Man findet nämlich 

1) für «= 0, ^ = 0, y = 0; 

2) tHi u = A, p = —, ^ = -rjn; 

3) fttr M = Ä^ ^ = 0, q = 00; 

4) ftlr I 

Jq = (i; 
setzt man diese Werthe in die Gleichungen (83.) ein und 
bedenkt die Formeln (25.)— (28.), (ö7.) nnd (85.), so gelangt 
man zu folgenden Werthen: 

1) für w = H, a: = 1, a;' = — ; 

2} fiT ti = A + H, X =— , y = — ; 

3) för w = jr+ H, X = 0, x' == 00; 

4] (ÜT u = A + K-^ S, X =x' beliebig; 
irgend zwei von diesen kann man als entsprechende Grenzen 
der Integration anaw&hlen. 

[310j Nehmen wir daher beispielsweise die Werthe u^=0, 



X = l, x' = — als nntero Grenzen. Da nun, wie oben 

m 
bemerkt, die Differentiale b^', ix", und ebenso auch bft, dr 
die Form giu -f- ff"^"', ^A" + h'im' haben, so kommt: 



(87.) 



(1 — m^x)'bx 
1 — mix)hx ^ 



I 

/ 7x 



(1- 


-m,x')),i! 




Vx' 


(1 


-m,x']bz' 



VX' 



= 9U + g'u 



= hu + h'u , 



wobei gesetzt ist 

X = x{i — x] (1 — mx) (1 — »»1^) (1 — ffija;) , 
X'-=x'{l—x] {\—m!^] [\—mix'](l~mix'}; 
Bo dua die Variabein x, x^, mitliin aach p und q, ganz nnd 
gar bestimmt sind. 

Bevor wir nnn weiter gehen, scheint es nicht nnange- 
brscfat en sein, einem Einwnrfe zu begegnen, der ans der 
Anwendung der zur vierten Klasse gehangen Grenzen ent- 
stehen kann. Nimmt man nämlich u ^^ .^ -^ .fi" als nntere 
Grenze nnd bezeichnet mit y eine willkllrliche GrOsse, so 
findet man die Gleichnngeu 

/ (l — mix)hx /> (1 — m^x'jhx' 

"" =s{u — A — K) + s'i«'-A' — X'), 



(l—m, 



yx 



^^s 



yx 



=. Ä(« — ^ — ÜTI + *' ("' — ^' — Ä") , 
die thatsächlich wegen der WillkUrlichkeit dei Grenze etwas 
Abeurdea zn haben Bohelnen. Ea ist aber za beachten, daaa fUr 
u = A + E zwar x_=^ x' wird, nicht jedoch l/X = J/J?', 
aondern vielmehr yx = — l/X', Denn ans den Gll. [86.) 
folgt wegen Jq^b erstens: 

y t{\—x){\—mx) — V i'(l— »')(!— «1«') = 0, 
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-l/l--».» 


' 1 — m^x 

=—yx'. 



-Vr- 



woraus l/X^ — YX'. Hieraus erb&lt mao ofTenbar 

/(l — mj3:)<tx /■(! — m'ix']iix' 
71 +y yW' ~ 

addirt man diese Gleichung zn den Gll. (88), so ist es ganz 
klar zn sehen, dass die Snmme der beiden Integrale sich 
nicht im geringsten ändert, wenn man / in ^ umändert. Diese 
Veberlegnng aber bietet die Löanng des Paradoxons dar. 

[311] X.ösnng d«s Umkehrproblems der Aberachen 
TranscAn deuten . 
Wir kommen nnn znm Umkehrproblem, wie es gewöhnlich 
aufgestellt zu werden pflegt: Gegeben sind die Differential- 
gleich nngen 



J Vy ^J 



Yy ^J Y'y' 

f {a- + ß'y)i>y , f {a' +ß'y'W __, 

J fr ^J YY' " ' 

wo yniid y ganze AnsdrOcke fünften oder sechsten Grades 
in den Variabein y nnd y' bezeichnen; gesöcht sind die 
Qrössen y und y'. Die Lösnng dieses Problems ist aus dem 
Vorhergehenden leicht abzuleiten. 

Man führe nämlich zunächst die Differentiale mit Hülfe 
einer geeigneten Substitution auf die Form (87.) zurttefc, was 
als elementar hier nicht ansfOhrlicber verfolgt werden soll, 
and setze 

J yx J yx' 

Hfttte man ans diesen Gleiohnngen die CODStanten g, h, g', h' 
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tind die Viertel K, L, K', L', A, B, A', ff geftindeD, ao 
wSre die ganze Sache darcbgefflhrt 

Sei zn diesem Zwecke die Integration zwischen den vom 
vorigen Kapitel gelieferten Grenzen ansgeführt und gefanden 

J yx J ^ yx' 
J yx J yx/ 



/ 



yx J yx' 



= {kA + h'A'] + (hH + Ä'^') , 
woT&ns erhellt, daas nnaere Integrale vielfache Werthe haben, 
die vir dnrch // bezeichneten (was fflr einen Specialfall he- 
reita hekannt war*)). Diese Werthe aUo nehmen wir als 
ans der Integralrechnung bekannt an und haben damit durch 
Vergleichong die Werthe der ÄnadiOcke ffK + g'K', [312] 
hK-\- h'S', gA + ^-4', hA-^h' A! ^ sowie auch der übrigen, 
ans denen sich gS-^g'S nnd kB. + Ä'H' znsammensetzen, 
nämlich gL + g' L', hL + h'L', gB + ^ff, hB + h'B, 
gefunden. Da aber wegen AK' — A'K ^ BL' — B'L 
(cf. Ol. (6.)) die Identität besteht 

[gA + ^A') (Äff + k'K') — {hA + h'A'] [gK + g'K') 
= {3B + g'B'] (hL + h'L'] — {kB + h'B'] i^L + g'L'] , 
so folgt ii^end einer der Ausdrücke aus den sieben andern 
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von selbst; daher bleiben zur BestimmDDg der zwfilf Grössen 
g, h, g', h', A, B, K, L, etc. nur sieben Gleichungen tlbrif, 
zn denen noch jene zwei ans den 611. (6.j ^geleiteten AK" 
= BL' ond A'K ^ B'L hinzutreten. Drei mithin von 
jenen Grössen bleiben nnbeatimmt, was merkwOrdig seheinen 
konnte, wenn nicht ans der folgenden Betrachtung erhellte, 
dasB jene Oberhanpt viUkttrlich sind. 

Denn da wir von Ansdr ticken der Form 

aasgegangen sind, die sechs Constante enthalten, seigt man 
leicht, dasa drei von ihnen bei fes^ebaltenem Werthe von 
P'" beliebig angenommen werden können. Es wird nämlich: 

weshalb nach Anawahl von sechs anderen Constanten ri, Ki, 
Li, r\, K'i, L'i nnter den Bedingnngen 

r,Äi2 + r\K\^ = rK^ + r'K'^, 

rjKiLi + r\K'iL'i = rKL + r'K'L' , 

riX,i + r\L\^ = rh^ + r'X' , 

und ausserdem naeh Einfufarung der Variahein u^ ond u'i 

dnrch die Gleichungen 

r,^i«, ■+- r'iff'iM'i = rEu + /ff'«' , 

r^L^Ux + r'|Z/',«, = rhu + r'L'tt' , 

der Ansdmck P"' in sich selbst flbergeht. Wenn aber 

zwischen sechs GrOssen r,, ffi, Li, r',, K\y L\ nur drei 

Gleichungen bestehen, so sind drei willkmlicli. 

Nachdem man nnn die Viei-tel A, B, ff, etc. gehörig be- 
stimmt hat, mögen die Grössen P, P', P" etc., wie es in 
den Gll. (4.) vorgeschrieben ist, gebildet werden; dann aber 
geben die Gleichungen (83.) die vollständige Lösung des 
Problems. 
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[818] Notiz über A. Göpel.^) 

Herr Adolph Göpel, Doctor der Philosophie and einer 
der Beunten der hiesigen EfiDig:licben Bibliothek, ist wenige 
Wochen, nachdem ei im Mttrz d. J. die wichtige Abhandlung 
„Theortae transcendentium Abelianarum primi ordinis 
adumbratio levis" znm Druck Übergeben, einer kurzen aber 
schmeTzlichen Krankheit erlegen. In den Stunden, welche ihm 
sein Amt frei liess, widmete er sich tiefen mathematiachen 
Speonlaüonen. Die einzige Erholung von diesen fand er in 
der Musik, In welcher er es bis zn einer bedeutenden Fertig- 
keit gebracht hatte. In stiller ZnrHckgezogenheit scbdnt er 
selbst den Umgang mit den Gelehrten seines Faches vermie- 
den zn haben, die erst nach aeisern Tode erfuhren, welch 
ein bedeutendes Talent nnter ihnen gelebt hatte. Ich habe 
ihn nie gesehen. 

Seine Jugenderlebnisae erzfthlt Göpel selbst in dem seiner 
Doctoraldissertation angehängten Carriculam Vitae. Sein Vater, 
aus Sachsen gebürtig, war Mnsiklebrer in Rostock, wo er im 
September 1612 geboren wurde. Ein mfltterlicher Oheim, der 
englischer Coiisal in Corsika war, nahm ihn in seinem zehnten 
Jahre mit sich nach Italien. Dort während eines wechselnden 
Aufenthaltes in mehreren Städten machte es sich dieser Oheim 
znm angelegentlichen Geschäft, seinen jnngen Verwandten in 
den AnfangBgrOnden der Wissenschaften selbst zn nnterrichten. 
Einen längeren Aufenthalt in Pisa während der beiden Winter 
von 1825 und 1S26 benntzte der jnnge Göpel, nm an der 
dortigen Universität den Vorlesungen der Professoren Pierac- 
cioli, Poletli, Gerbt nnd Gatteschi über Algebra nnd Diffe- 
rentialrechnung, Statik nnd analytische Mechanik, theoretische 
und Experimentalphysik beizuwohnen. Im Jahre 1827 kehrte 
er nach seiner Vaterstadt Rostock zurück, nnd besnchte hier- 
anf noch zwei Jahre die erste .Classe des dortigen Gymnasiums, 
von wo er die Berliner Universität bezog. Er ergriff mit 
Eifer die ihm hier gebotene Gelegenheit einer mannig&cben 
Ausbildung, und hCrte ausser mathematischen, physikalischen 
nnd ohemischen auch noch philosophische, philologische, hi- 
storische nnd ästhetische Vorlesungen. Tiefern mathematischen 
Studien wandte er sich erst nach Beendigung seiner üniver- 
sitätszeit zu, und wurde, wie viele von denen, welche zu rein 
mathematischen Specnlationen bernfen sind, zunächst von der 
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hShem Zahlenlelire [314] angezogOD. In seiner zur Erwer- 
bung des Doctorgradea an der Berliner TJniversitSt im März 
1835 vertbeidigten Dissertation „De aequattonibus secundt 
gradus indelerminatis" , welche etwa 1^ Bogen nmfasBt, legte 
et eine Probe dieser arithmeti sehen Stndien ab, welche von 
grossem Scharfsinn zeugte und seine Fähigkeit zu tiefen For- 
achnngen bekundete. Da diese merkwflrdige Dissertation 
nicht in den Handelsverkehr gekommen ist, will ich hier 
eisige der hanptsächliebsten darin enthaltenen Resultate mit- 
theilen. 

Wenn man die Qnadratwnrzel einei Primzahl A von der 
Form 4n + 1 in einen Kettenbmch verwandelt, so enthalt, 
wie bekannt, die symmetrische Periode der Nenner zwei 
gleiche mittlere Termc. Sind die diesen entsprechenden voll-' 
standigen Quotienten 

D ' D' ' 

80 h&t Lsgendre gezeigt, dass 

D = D' , A = I'I' + -DP, 
und dass man daher auf diese Weise durch die Verwandlnng 
der Quadratwurzel der Primzahl A in einen Eettenbrucb ihre 
Zerfaiinng in zwei Quadrate erhält. Dieses schöne Resultat 
Var bisher einzig in seiner Art gehlieben. Durch tiefer ein- 
gehende Betrachtungen zeigt nun hier ' Göpel, wie man auch, 
Venn'jJ eine Primzahl vonder Form '4n + 3 oder ihr Dop- 
peltes ist, die Z6rfilllüng von A in die' Form <p^ + ip"^ durch 
die Entwicklung von f/ü in- einen Kettenbmch findet. Ist 
nämlich A eine Primzahl von der Form 8n -H 3 oder ihr 
Doppelfes, so kommt man bei der Entidcklung von yA 
in einen Kettenbruch immer auf drei auf einander folgende 
vollständige Quotienten 

V^ + i"" 
D" ' 

in welchen D entweder = ^D" oder ^D' oder ^{D'> ■+■ D') 
ist, und es wird in den beiden ersten Fällen 

A = n + 2D-i, 
im dritten 
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v>o I — /' immer durch 2, D" — B' durch 4 aufgeht. 
Wenn dagegen A eine Primzahl non der Form 8« + 7 
oder ihr Doppeltes ist, so wird man bei der Verwandlung 
von yÄ in einen Kettenbruch immer auf zusei atifeinander 
folgenddf vollständige Quotienten 

YA + 1" " YA+I 
' D" ' D 
[81ß] iommen, für v>elche 

i) + />» = 2/ 
ist, und diese ergeben 

A= 2/*— |(ö — i>»p, 
wo D — D" immer gerade ist. 

Ich habe mit Hlllfe der Degen'ichen Tafel die folgeDde 
Tabelle ausfertigt, welche anzeigt, für welche Primzahlen 
von der Fonn 8n + 3 oder Doppelte von solchen die drei 
Ton Göpel nnterschie denen Fftlle. 

eintreten. 

D = ^D": 3. 6. II. 22. 38. 43. 59. 83. 131. 139. 179. 211. 

214. 227. 262. 278. 283. 326. 379. 419. 443. 

467. 491. 502. 547. 619. 659. 683. 694. 739. 

787. 811. 827. 838. 971. 998. 
D = \iy: 67. 86. 118. 307. 331. 358. 422. 523. 563. 

566. 571. 614. 643. 662. 691. 859. 934. 947. 
D = i^{DO + D'): 19. 107. 134. 163. 166.251.347.454. 
499. 587. 758. 883. 886. 907. 982. 

Eb iat hierbei zn bemerken, dass wenigstens in den hier 
betrachteten Zahlen nnter 1000 der erste Fall bedeutend 
tIbeTwiegt, indem unter den 69 Zahlen 36 dem ersten, 18 
dem zweiten, 15 dem dritten Falle angehSren. Für die Prim- 
zahlen von der Form 8n -|~ 7 nnd ihre Doppelten sind in 
fthnlicher Art die Fftlle zu nnterscheiden, in welchen ly^D 
oder D > i)». 

Nach dieser ersten Arbeit hat Göpel in einem Zeitranme 
von 12 Jahren nichts veröffentlicht, ausser in den Jahren 
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1843 — 45 mehrere kleine, mit Geist verfasste, wenn gleich 
weDiger bedeutende Aufsätze, welche er bei Gelegenheit der 
Correctnr einer in Greifswalde Ton Grunert heran sgegebenen 
mathematlBohen Zeitschrift niederschrieb. In einer derBelben 

beveiBt er, dass, tcetm in einer Gleichung { -=-| =P 

+ V' Q ) *"** ^'^j ?! Pi "i ^t Q ffonze Zahlen bedeuten, der 
Nenner p von 1 verschieden ist, und x, y, p keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben, immer p ^1, « ^ 3 oder 
ein Vielfaches von 3, x ungerade und y uon der Form 
8n -^- 5 sein muss. Mit der Handhabnng der synthetischen 
Methoden Steiner'i zeigt er sich in mehreren dieser Aufsätze 
Tollkommen vertraut. Ea ist zn vermnthen, daas sich noch 
andere grössere nnpnblicirte mehr oder minder ansge arbeitete 
Abhandinngen in seinem Kachlass finden Werden. Die von 
ihm knrz vor seinem Tode beendigte oben [316] angefahrte 
Abhandlung behandelt einen hohen und abatracten Theil der 
Analfsis, und giebt die LQsnng eines der bedeutendsten 
Probleme, welches sich die gegenwartige Mathematik gestellt 
hat, die umgekehrten Fnnctionen der ersten Classe der Abel- 
schen Integrale wirklich darzustellen, Dnrch eine glflok- 
liche Dirination verallgemeinert er auf naturgemAsse Art die 
einfachen Reiben 6, anf welche ich die elliptischen FnnotioDen 
znrtlckgefOhrt habe, nnd findet, dasa diese verallgemeinerten 
Reiben die CoSfficienten der quadratischen Gleichang geben, 
deren beide Wurzeln in meiner Theorie der hyperelliptischen 
Functionen die simultanen Umkehrnngsfunctionen zweier In- 
tegralsummen sind. Das einfache Mittel, deasen er sich hiezu 
bedient, ist die Multiplication zweier von den verallgemeinerten 
Reihen, wie ich ein ahnliches Verfahren ftlr die Functionen d 
selbst im 3. Bande des mathematischen Journals S. 305 an- 
gegeben habe. Meisterbaft ist die Art, wie er die Differential- 
gleichungen, welche er findet, ungesohreckt von ihrer Com- 
plication, durch eine passende Substitution in die verlangte 
Form der von mir aufgestellten Systeme der hyperelliptischen 
Differentialgleichungen bringt, und hierdurch daa gestellte 
Problem vollständig erledigt. Aber Göpel war nicht der 
einzige, welcher sich mit Glück mit diesem schönen Probleme 
beschäftigt hat. Eine andere, umfangreichere Arbeit, welche, 
wie ich glaube, seit dem October t, J, einer bertthmten Aca- 
demie vorliegt, und deren wesentlicher Inhalt mir von ihrem 
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VerfasBer nnd von mir auch einigen geehrten Frennil«ii seit 
3 Jahreo bereits mitgetbeilt worden üt, geht von der8eU)eB 
glücklichen Divination ans, nnd fahrt, wenn auch «nf ver- 
sohiednem, vielleicht leichterm Wege zn deoBelben Resultaten. 

Ich -bemerke noch, daaa die von Göpel angestellten Be- 
trachtungen Aber die zweiten Differentiale seiner Fnoetionen, 
welche fttr den jetzigen Zweck der Abhandlung überflOsaig 
Bind, so wie seine anadrUcklichen Worte S. 297 „quas ad 
seonndam speciem nostraram functionnm facere infra videbtB" 
and 8. 29S „Quam infra ad tertiam speciem fnnetionnm 
qaadrnpliciter periodicamni pertinere vi de bis" anf weitere 
noch in der Abhandlnng selbst ans zufahrende Untersnchungen 
deuten, die man aber in derselben mit Bedanern vermisst 
Vielleicht finden sich dieselben in des Autors Papieren, die 
vielleicht auch das gewagt scheinende Wort rechtfertigen, 
dasB eine ähnliche Methode sich anf alle Tranaoendenten er- 
strecke, weiche ans der Integration algebraischer Grössen 
entstehen. Aach durfte schon nicht so ganz unbedenklich, 
wie der Verfasser meint, die Ansdehnnng auf die Integrale 
erscheinen, in denen die unter dem Quadratwurzelzeichen be- 
findliche Fanction den sechsten Grad ftbersteigt, da bei ihnen 
[317] die Anzahl der in den Reihen enthaltenen Constanten 
nicht mehr, wie bei den elliptischen nnd den ^iefacheu In- 
tegralen der ersten Olasse, mit der Anzahl der Hodnln Sber- 
einstimmt. 

Wenn auch nicht in der ersten JngendblDthe, wie Galois 
nnd Abel, so hat doch auch hier viel zn fiHh und mitten in 
der Ari)eit der Tod ein bedeutendes Talent hinweggerafft. 
Freuen wir nns, dass nna von demselben wenigstens ein 
schönes und dauerndes Denkmal hinterblieben ist Bei der 
Gewohnheit der Deutschen, ihre Arbeiten Oberreif werden zn 
lassen, und ihrer Sehen, mit ihren besten Gedanken hervor- 
zntreten, wftren wir leicht um die Früchte der Arbeit GSpeVa 
gekommen, wenn ihn nieht ein von Herrn Hermite an mich 
gerichteter Brief, wie in der Einleitung der Abhandlnng an- 
gedeutet iat, zu ihrer Bekanntmachung bewogen hätte; oder 
es bat ein dunkles Vorgefühl, das uns ans den Worten „quam 
magis quam optabam festinandnm i^isset" anspricht, ihn sor 
Eile ermahnt. 

Berlin, den 22. September 1847. 

C G. J. Jacobi. 
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